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Des fonction^ symétriques ^îes racine^ des équations.-^ 

• -H* » ■ - • 

1 . v^N appelle fonction d'une ou de plusieurs quan- 
tités , toute expression composée de ces quantités , ou 

dont la valeur en dépend : x", — , sont des fonctions die 

x\ (1x4-6. — -r— ; — ï, etc. sont encore des fonctions 

de X, lorsqu'on l'egarde les quantités a et b, c et d, 
comme déterminées ou connues . L'eitpression axy — Ay*, 
considérée par rapport aux .quantités xéty seules , est 
une fonction de x et j' ; les racines d'une équation^dé- 
pendant de ses coefficiens et de son exposant , sont 
par cette raison des fonction» de ces quantités. 

Quoiqu'on ne puisse obtenir en général les racines 
d'une équation que par approximation ou avec des radi- 
caux , il y a cependant des quantités qui dépendent 
de ces racines , et qui s'expriment d'une manière 
rationnelle au moyen des coefficiens de l'équation pro- 
posée. Les quantités dcmt je parle sont ctlles qui renfer-- 
ment toutes les racines combinées d'une manière sem-> 

a. A 



s -C O M P L é M E N t 

blable , soit entr'elles , soit avec d'autres quantités , et 
que pour cela je ibommerai fonctions symélriques, 
La somiAe des racines , celle de leurs produits deux à 
deux^ trois à trois ^ etc. données respectivement par les 
coefficiens du second, du troisième , du quatrième ^ etc . 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On recontaît en général une fonction sjrmétrique à ce 
qu*elle iie change point de valeur', quelque permutation • : 
qu'on y fasse entre les quantités dont elle dépend. 

La raison de ce fait se tîbîïvï'dàris une propriété bien 
remarquable de l'Analyse , et qui est une suite nécessaire" 
de sa généralité ; c'est que l'équation d'où dépend la 
détermination d'une fonction quelconque, renferme tou- 
jours toutes lesyaleursdont cette fonction est susceptible, 
en y écliangeiânt , les unes dans les autres , les quantités 
sur l'ordre et la valeur desquelleé lés convention* n'ont 
rien étabU de particulier. 

Les questions suivantes , quoique très-simples , répan- 
dront le plus grand jour sur tout ceci. 

22. SiVonsepioipoBe à! àboidde trouver deux quantités - 
dont la somme soit p,et le produit q. 

En représentant par x et par y ces deux quantités f '. 
on aura -^ . *' 



-+{=? U-où on tirer, i.^-J^tjZ 

3oy=(i y t ^— py+^— 



= 
o 



les deux inconnues x et y seront lès racines d'une même 
équation , parce qu'elles entrent toutes deux de la même 
manière dans les conditions du problême. 

Je suppose maintenant qu'aulieu de chercher immé- 
diatement lés quantités x et^, on se borne à demander 
la valçur de leur différence x-^y : on l'obtiendra sans 
peine, car en vertu des équations proposées, on aura 
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DES ÉLÉMENS D^ALGEBRE. 3 

« 

retranchant le second résultat du premier, il viendra 

jc^'^2xy+y^={x—yy=p^—4q, 
doù 

^•. On pouvait- prévoir d'avance que la fonction x — y 
'. • aurait deux valeurs , et que- par conséquent elle dépen- 
'."•'. drait d'une équation du second degr^ ; car rien dans 
•; l'énoncé de la question et dans la manière de la résou- 
•• dre,. n'indiquait qu'on cherchât x — y ou y — x. La 
fonction x^-^y^, au contraire , dans laquelle il est in- 
diflférent de changer xeny ,et réciproquement ,, n'étant 
susceptible que d'une seule valeur, ne dépendra guç 
d'une équation du premier degré. En effet , si de l'équa- 
tion oc^-^Qxy+y^^^p^, on retranche celle -ci, 
; . a xy = a ç , il en résultera 

■V x^+y=p^^aq, 

. ; Ces remarques seront d'autant mieux senties , qu'on sera 

\ . plus Habitué à la marche de l'Analyse. 

•;■ 3. Il est facile de voir que si <t, i8 , 9/ , «T et e , dési- 

. gnent les racinesd'une équation du cinquième degré , lés 

* • quantités. 

< * +^ + > +<f +« 

etc. 

sont des fonctions symétriques de ces racines. Il en serait 
de même des puissances semblables des racines d'une 
équation d'un degré quelconque. Newton a donné des 
formules très-élégantes pour les calculer sans qa il soit 
besoin de résoudre l'équation proposée. Ces formule», 
qaû ne démontra point , sont de. la plus grande impoi^- 
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tance dans la thé6ri<;'de8 équations ; je vais y paf-^ 
venir d'une manière siinpje., au moyen de la formule 
trouvée dans le n** 1 80 des JÈlemens. 

4. Soitj;~+Px'"-»4-Çx«^+jRa7«--»...+T'x+î7=o 
Téquation proposée ; on aura pour le résultat de la division 
de cette équation par a; — «t , ordonné par rapport kx, . 



0:"-*+ «|a;"»-^+<t' 



s I 



+p\ 



+ Q 






,m — I 



'•t 









+ T 

n est évident que si on divise aussi Téquation proposée 
par o;^^ |3 ^ on aura 



«™-»+/3 


X'"-»^^» 


a;m-3^(33 


x"-4 +)S"'-' 




+P 


+^P 


+^'P 


+^"— » p : 




+ Ç 


+/3Ç 


+^"■-3 Q • 
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de même , en la divisai 


it par x—y,on trouvera 


« * 
.. «.■■• 


gM-l^y 


x"~»-f->^ 


df^+y^ 


• 


•• 


+ P 


+yi> 


■+yp 


4^«-»p- 




+ Q 


+yQ 


+>'"'^^^-" 


•• • 






+ R 


+^«-4 A . 


• 
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En continuant ainsi, on obtiendra autant de quotiens 
qu'il y a de racines : et pour les ajouter ensemble , on .' 
représentera par Sx , la somme des premières puissances 
des racines ^ par 5g , celle de leurs secondes puissances/ :> 
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par 53, celle de leurs troisièmes, enfin par Sm la somm« 
des puissances du degré m : on aura ainsi 

S, = cc +fi +y +^ +e 
5a = a* + /S* + >* + <r* + g* 
S3 = oL^ + ^^ + y' + i^ + '^ 

S„= A"»-f ^^+ >"»+ i'^+ s". 

A Taide de cette notation, on trouvera pour la somme 
de tous les quotiens donnés ci-dessus, Texpression sui- 
vante : 



;"■— 4.5, 


X»— +5, 


x'^+Ss 


x'^...+ 5«_. 


. +mP 


4-^5. 


+PS. 


+P5„_ 




+mQ 


+QS, 


+ <?'Sm-J 




'^-mR - -j-TlSm— 4 




' 




« . » • • • ■ • 

+ mT 



U) 



J'observe maintenant que chaque quotient particu- 
lier est le produit de tous les facteurs de la proposée , 
excepté celui par lequel on a divisé. Le premier de ces 
quotiens , par exemple , renferme tous les facteurs ^ 
excepté x — ce : le coefficient de son second terme sera 
donc la somme de toutes les racine, excepté oc, prises 
avec des signes contraires ; celui de son troisième terme , 
la somme de tous leurs produits deux à deux, excepté 
ceux qui seraient formés de la lettre tt , combinée avec, 
chacune des autres : le coefficient du quatrième ternla 
contiendrait de même tous les produits trois à trois , i 
Vexception de ceux qui résulteraient de la lettre ce, 
combinée avec deux autres quelconques , et ainsi des 
coefficiens suivans. Ce qui vient d'être dit sur le premier 
quotient et pour la lettre «t^ aura lieu également p^f 

5 
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rapport au second et à la lettre fi^ au troisième et à la 
lettre y y etc. 

Il résulte de là que le coefficient du second terme dans 
la somme des quotiens , ou dans la fonction (^) , est égal 
à (m — i) fois la somme des racines prises avec un signe 
contraire} car si toutes les lettres se trouvaient dans 
chaque quotient , on aurait m fois cette somme ; mais 
comme chaque lettre manquera une fois, diaprés ce qui 
a été dit ci-dessus, elles ne se trouveront toutes répétées 
que (zn — i) fois. On aura donc (m — i ) P pour le 
coefficient du second terme de (jf) , et par conséquent 

Le coefficient du troisième terme de la fonction (^) 
contiendra plusieurs fois les divers produits des racines 
*i^iy% ^i 6tc. combinées deux à deux; mais chacun 
de ces produits manquera dans deux quotiens : a^, 
par exemple , ne se trouvera ni dans le premier ni dans 
le second ; tous ne seront donc répétés que m — 2 fois ; 
et comme leur somme est exprimée par Q dans la pro- 
posée, on aura (m — a) Q pour le coefficient du troi-^ 
sième terme de la fonction (^) , d'où il résultera 

5a + P5i + mÇ = (m — la) ^ 

Le coefficient du quatrième terme de la fonction (A) 
fiera formé des produits des racines prises avec des signes 
contraires et combinées trois à trois ; mais chacun de ces 
produits manquera dans trois quotiens : — «tiS^, par 
exemple, ne se trouvera ni dan» le premier, ni dans le 
second, ni dans le troisième, tous ne seront donc répé- 
tés que (m— 3) fois : leur somme étant R dans la pro- 
posée, (m— 3) R sera le coefficient cherché, et on aura 
par conséquent 



\ 
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On peut pousser ces raisounemeos aîisai loià qoe Ton 
voudra^ et on en tirerfi. :.:-. .: :/ 

Sr+mP=(m—i)P \ ..;r5i+JP=o 

Ss+PSa+ÇSi+niR^Qn-^^RC ^S^+PS^+QSi+3Ib=n 
etc. J \etc. 

5. On obtiendra par ces formules la somipe des puis- 
sances des racines^ tant que re^bsantde ces puissances 
sera. moindre que m; maisTiçn n^est pdus facile que de 
la trouver passé ce terme. En effet, il suffit :pour cela , 
comme Euler Ta remarqué , de multiplier T^quation pro- 
posée par x", il viendra 

mettant successivement «t, i3^ y, cT, etc. aulieudçx, 
on aura 

etc. ■■• \ 

Et en ajoutant ces résultats en^^eux, on; ooni^Wiîa à» 
la notation adoptée. 

Cette équation se lie parfaitenxeivt^e^l^aîpvéc^dentes^ 
car en faisant n = o, on a . ,, . 

5. = 5o = *• + iS° + >" + J? -lî «te; 

et comme «t®=i, jS^nzi., 5/*» = 1 , J" =2 1 , etc. il 
suit de laque Sp égale Tunité répétée autànf de .fois 
qu'il y a de racines , ou égale m* Par cette ôïwerv^ion, 
Féquatj^on ci-dessus devient 



.' « J 
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résultat dont la forme répond à celle de la dernière des 
équations du numéro précédent , qui serait 

Sm^i -f- PSm^% + QSm-3 + R^m^- • • + (^ "^ 1 ) T'=.0, 

t 

Ces équations , dont la loi est facile à saisir , renfer- 
ment le théorème que Newton a énoncé dansson Arithmé- 
tique universelle , et qu'il a appliqué à Téqu^on 

x^-^ a? — igx* -f- 49^ — 3o = o : 

dans ce cas particulier , oùP = — i, Ç=— ig, 
71 = + 49 > <S î= — 3d, il a trouvé 

5v = 1 , »Sa = 39 , *?3 = — 89 > 54 = 7a3. 

On trouverait de même 

55 = — 2849. 

Il est visible que si Ton multipliait l'équation 

ar*" + Px"»-^* + Çx"»-* •i'Tx+ U= o 

par le facteur a?""", et que dans le produit 

x-»-^"» + Px-''-^"^' + 7V-«^-* -f- i7x-« = o , 

on substituât successivement^ au lieu de x, ses valeuri 
A, fi etc. puis qu'on ajoutât entr'eux les divers résul- 
tats^ un .aurait les relations des sommes des puissances 

négatives. En désignant par S.^ la quantité 

at-»» -f- jg*-« -f- etc. il viendrait 

5m-n + PSm^i^. . . + ^«^i-n + VS^ = O. 

6. Avec le secours des résultats du numéro précédent, 
toute fonction algébrique ^ rationnelle et symétrique des 
racines d'une éqiiation quelconque , pourra s'exprimer 
par les'cbeip&câ^ns de cette équation ; l'exemple qui va 
suivre, qùôrquë' particulier , montrera suiRsamment de 
quelle manière la chose doit s'exécuter en général. 

Soient *45/3 et y Ie$ racines d'une équation du troisième 
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degré : si on multiplie Tune par Tautre les quantités 
jt» -^ |g» 4. y=zSn et «tP + /3? + y^=^Sp, il en résultera 

mais la première ligne du premier membre est égale à 
Sn^p , et la seconde est une fonction sypiétrique des ra- 
cines flfc / /3 et ^ , formée en les combinant deux à deux, 
et en les affectant, chacune à leur tour , de l'exposant n 
et de l'exposant p : on aura donc 

Il est facile de voir qu'en quelque nombre que soient les 
racines fit, jS, y, etc. la valeur d'une fonction symétrique 
de la forme a'^^p +ctc. sera toujours SnSp — Sn^p, les 
sommes SnSp et Sn-^-p étant calculées pour le nombre de 
racines que l'on considère. 

En multipliant par a'' ^fii +y*> = 3^,, l'équation 
précédente, on aura 

+ar*-^fi»+A''^-^'^Ar*^y''+A''yP-^'\-^P-^y'''^^ I 

^A'^^Pyt+A^'^^yP +AP&yi +aJ'fify'' ■^A^i^'^yP -f-rt^jgPj," j 

Les deux premières lignes du premier membre de cette 
équation étant des fonctions symétriques formées de 
produits de deux lettres, seront, d'après ce qui précède, 
exprimées respectivement par 

et oh en conclura que la troisième ligne , qui est une 
fonction symétrique formée de produits de trois lettres, 
sera égale à 
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On aurait encore ici, comme dans le cas précédent, un 
résultat de la même forme , quel que fût le nombre des 
^ racines; ensorte que l'expression ci-dessus est celle de 

toute fonction symétrique composée de produits de trois 
racines. 

Le procédé dont j'ai fmt usage pour découvrir les 
deux formules précédentes est général -, et en conti- 
nuant les multiplications, on parviendra à exprimer une 
fonction symétrique quelconque, qui ne peut jamais 
offrir qu'une suite de termes tels que ct^^yf S\ etc. et 
dans lesquels chacune des lettres*, &yy\ etc. se trouve 
affectée successivement de tous les exposans. ^ 

La formule donnée ci-des3us pour l'expression de 
la fonction symétrique a/^^Pyf + etc. doit être mo* 
diEée lorsque quelques-uns des exposans n^p^q, 

f deviennent égaux. Pour fixer les idées, je supposerai 

qu'il n'y ait que les racines a, fi ^ y, S, 

La fonction ct^&'y'f ^ etc. composée de tous les ar- 
rangemens possibles des exposans n, p, q, sur les lettres 
*, iS, >, cT, prises trois à trois, renferme en général vingt- 
quatre termes distincts ; mais lorsque deux de ces expo- 
sans deviennent égaux , comme dans la fonction 

«^ i8^ + «6*^<r -f- etc. elle ne contient plus que douze 
termes différens , répétés chacun deux fois, et la valeur 
que donne dans ce cas l'expression ci-dessus, est double 
de celle que doit avoir l'ensemble des douze termes iné- 
gaux. Si les trois exposans n, p et ^ de vendent égaux 
entr'eux , la fonction A''^y''-j- etc . ne renfernaerait plus 
que quatre termes différens, répétés chacun six' fois, et 
dans cette hypothèse, il faudrait prendre poux là valeur 
de ces quatre termes le sixième de son expression gé- 
nérale. 



é • 
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Toutes les fonctions symétriques sont susceptibles de 
semblables réductions lorsqu'il y a égalité entre quelques^ 
uns de leurs exposans ] en comparant leur forme réduite 
avec leur développement général , on verra facilement 
pdr quel nombre il faut diviser l'expression que donne 
pour ce dernier la méthode ci-dessus. 

|jes fonctions fractionnaires ne doivent pas faire un 
article à part , car lorsqu'elles sont symétriques , il en 
résulte, après qu'on leur a donné le même dénomina- 
teur, iine fraction dont les deux termes sont <ies fonc- 
tions symétriques et entières. La fonction 

— I '■g "H "7"' 1" > P^^ exemple, conduit â 

le numérateur et le dénominateur sont des fonction! 

I a 

fjrmétriques. Plusieurs Géomètres se sont occupés spécia- 
lement de ces recherches, et Vandermonde, en parti- 
colier, a ima^né une espèce de signe, ou un algorithme, 
au moyen duquel il a construit des formules générales 
qui donnent immédiatement l'expression d'une fonction 
symétrique quelconque. Ceux qui seront curieux de con- 
naître ces formules, pourront consulter som Mémoire 
^Acad, desScienc. ann 1771 ). 

7. Si on avait une fonction dans laquelle il n'entrât 
que quelques-unes des racines de l'équation proposée , 
on pourrait encore, à l'aide de ce qui précède, parvenir 
à former la nouvelle équation dont elle doit dépendre. 
Qu'il s'agisse , par exemple , de déterminer la somme de 
deux quelconques des racines de l'équation générale du 
troisième degré ; comme il n'y aurait pas de raison pour 
représenter cette tomme par «e+i8 plutôt que par*+>; 



12 COMPLÉMENT 

OU par fi + y, ces trois expressions doivent être regar- 
dées comme autant de valeurs dont elle est susceptible : 
elle dépendra par conséquent d'une équation du troi- 
sième degré , ayant pour racines «-f-iS>* + >ct^"f">> 
et qu'on formera en égalant à zéro le produit des facteurs 

En effectuant le calcul , on trouvera 

les coefHciens des différentes puissances de z dans ce ré- 
sultat, sont des fonctions symétriques, dont on trouvera 
facilement l'expression, et les valeurs de l'inconnue z 
seront aussi celles de la fonction cherchée. 

L'équation générale du troisième degré étant repré- 
sentée par x^ -f- Px* + Qx + /{ = o , on aura 

*+/3 + 3. = — P, 
** + /S* + >* + 3<*/3 + 3ct>.4.3^> = P*+Ç, 

mais on a par les équations du n*' 4 > ^ 

S,——P, 5a— P*— aÇ, 53=— P' + 3PQ— 3/t, 

et de plus 

— eifiyzzzR: 

. il viendra donc 

et en dernier résultat , 

2,3 + aPz.* -f. (>• + Ç)2^ + PC — JRz=o. 

Cet exemple fait voir que pour trouver l'équation d'où 
dépend une fonction quelconque des racines de la pro- 
posée , il faut faire dans cette fonction toutes les per- 
mutations possibles entre les lettres «, â> J', J", etc. et 
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désignant par ^ ^& ^y' y etc. les différens résultats ob- 
tenus ainsi , on égalera à zéro le produit des facteurs 
«—«',« — & yZ — y\^ — J^, etc. Les coefliciens deg 
puissances de z dans l'équation à laquelle on parviendra, 
étant des fonctions sjonéti'iques des quantités, «' , & , y\ 
* i' y etc. qui renferment entr*elles toutes les combinaisons 
qu'on peut faire des quantités «t, i8, y ^ <r, etc. dans la 
fonction cherchée^ seront aussi des fonctions symétriques 
de ces dernières , et pourront par conséquent s'exprimer 
sous une forme rationnelle par les coefBciens de l'équa- 
tion donnée. En effet, il est facile de voir qu'aucune des 
fonctions symétriques de *' , /S' , y , J^ , etc. ne peut 
changer de valeur , de quelque manière qu'on permute 
cntr'elles les lettres *, iS ,>/, «T, etc. et cette invariabi- 
lité est , ainsi qu'on l'a vu plus l^ut, le caractère essen- 
tiel des fonctions symétriques. 

8. En renversant les expressions de *Ç, , i*» , «S3, etc. 
données dans le n® 4 > ^^ obtient les suivantes : 

Q S, + PS^ + S 3 

^ = 3 ' 

etc. 

par le moyen desquelles on peut trouver les coefficiens 
P , Q,R, etc. d'une équation x^+Pjr'^'-f-etc. =0, 
lorsqu'on connaîtra les sommes «S» , 5» , ^3 , etc. des puis- 
sances de ses racines. 

Ces formules sont commodes pour former Téquation 
aux quarrés des différences des racines d'une équation 
donnée ( Élém, ao8 ) . 

Soit pour exemple l'équation «^ — 7x-f-7 = o; dési- 
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gnant par a, fi, y, les racines de la proposée , il viendra 
{*-(* -^•} (^(«e^-^)« j (^(/S-5,)'}=o (D). 
La somme des racines de cette dernière est 

a («• + ^» + ),») — a(«^+«),+^) = 25.— aÇ, 
celle de leurs quarrés, 

(«—(3)4 + C^—yY + (/3— 5,)4= 

celle de leurs cubes , 

det-fiy + (.ct-yY + (^->)^= 

--ao(«3ig3^^3y ^^3^3) — 356— G.S^S. + 1 SS^S^—i oSÎ ; 

mais on trouvera par les formules du n® 4 > 

Si=:o, *Ça= 1 4> »^3^= — 2 1 j »^4=98> Sg=~—2j^5, Se = 833; 

nommant donc fi, f^, fs, les sommes rapportées ci-des- 
sus , on aura 

et comme il existe entre y,,yi,y^, et les coeflîciens 
p, (/, r, les mêmes relations qu'entre Si, S^y 5*3, etc* 
et les coeiiiciens P , () , /^ , etc. on aura encore par les 
formules citées plus haut , 

p=z—f, = — 42 

9=-£^^ + 44, 

et par conséquent Téquation (D) deviendra 
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comme ^ans le n° 208 des Èlémens, 

g. La théorie de rélimination , dans les équations à 
deux inconnues, dérive d'une manière bien simple de 
celle des fonctions symétriques, exposée dans les articles 
précédens. 

Soient les deux équations 
x«-(.Pa:"»--'-f-Qx"»-^+/îx"-^..4-7!r+l7==:o ...(1), 



le moyen qui s'oiFre le premier pour chasser x de ces 
équations, consiste à prendre dans Tune d'elles la valeur 
de X , pour la substituer ensuite dans l'autre. Supposant 
donc que l'équation (1) soit résolue , et qu'on en ait tiré 
les diverses valeurs a;=«t, x=fi^ x=:y , a:=cr, etc. 
comn^e elles appartiennent toutes à la question proposée , 
•Ues'doivent être substituées indistinctement dans l'équa- 
tion (a), et produiront ainsi autant de résultats délivrés 
de a:, que Téquation ( 1 ) a de racines : on aura sépa-^ 
rément 



y+ py-' + Ç>«-*-f /{'>.«-». . . +ry+Z'=o> • • (3) 

etc. y 

Aucune de ces équations^ considérées en particulier» 
ne peut être la résultante chefcbée ; mais cette dernière 
doit les bompreiidre toutes , et avoir lieu en même temps 
que chà!cune d'elles, condition qu'on remplira en les 
multipliant entr'elles, et en égalant le produit à zéro, 
puisque ce produit deviendra identiquement nul , quand 
Tue quelconque de ses facteurs s'évanouira ; on voit de 
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plus qu'il ne changera poiA, quelque permutation qu*oil 
fasse dans Tordre des quantités «t , ^ , 7 , <r, etc. qui con- 
courent toutes de la même manière à sa formation ; il ne 
renfermera donc que des fonctions symétriques de ces 
quantités , et pourra par conséquent s'exprimer ration- 
nellement par les coef&ciens de l'équation (1) . 

Si les équations (1) et (2) ne renferment que deux 
inconnues a: etj^^ et sont du même degré par rapport 
à Tune que par rapport à l'autre, l'équation finale en.^ 
ne s'élèvera point au-delà du degré mn. En effet, la 
somme des exposans de a: et de ^ , ne pouvant surpasser m 
dans chaque terme de l'équation (1), y ne se trouvera 
qu'au premier degré dans P, au deuxième dans Q, au 

troisième dans R au ( m^i )^'"' dans Z*, etenfin 

au m'"" dans U, En examinant la composition des équa- 
tions qui donnent 5,, 5», ^3, etc. (4), on verra que 
Si , ne pourra être que du premier degré en y , 5» du 
deuxième , Ifetc. A l'aide de ces remarques , on concevra 
facilement que l'exposant de^ dans une fonction symé- 
trique quelconque a"" ^ yi d', etc. (G) ne surpassera 
point le nombre zi-f-p-f-ty-f-r-f-etc. qui marque le 
degré de cette fonction : on pourra donc regarder les di- 
verses puissances de et , iS, ^, <r, etc. comme des fonc- 
tions de y du degré marqué par l'exposant dont elles 
sont affectées. Mais dans l'équation (2) , la somme de» 
exposans de a: et j' n'étant jamais plus grande que n, 
P' sera du premier degré en y, Q^ du second, R! du 
troisième, F' du ( zi — 1 )'^"'' , et enfin Z' du zi*^"^*; touâ 
" les termes des équations (3) pourront donc aussi être 
regardés comme des f(^nction8 àey du'degré n au plus. 
Maintenant si on fait attention que chaque terme du 
produit des équations (3) aura pour facteurs lin npmbre 
m de termes de ce« équations, on sera convaincu que jf 
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n% pourra 8*y trouver affecté d'un exposant supérieùt 
à Tint. -^ 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
mens précédens^ à cause de leur grande généralité, feront 
bien de dévelppper le produit des équations (3) dans 
quelques cas particuliers; 

10. Pour éclaireir ce (}tu précède , je vais en faire 
l'application aux deux équations 

ac^+Px^ 9=0, cc^+P^x+Q'=o ÇElém, i88): 

«e et jS étant les racines de la preniière , on aura , en les 
substituant dans la seconde^ 

** + P'A+<y = o, jS^+P'/S.f Ç'==o. 
Le produit de ces deux équations sera 

mais de»ig*=Ç% * j3* + A*fi=ctfi ( rt+jg) =i-P Q 
A f aide de ces valeurs , le résultat ci-dessus devient 

é 

on , comme dans le numéro cité des Elémens ', 

Remplaçant lès lettres P et P' , Q et Q' par les quan- 
tités qu'elles représentent , on aura l'équation finale enjr. 

1 1 . La théorie des fonctions symétri(|ues trouve aussi 
son application dans les équations à plusieurs inconnues^ 
Soient par exemple deux équations contenant les inçon* 
ndes xtXy\ si on désigne les valeurs de x par 

a. B 
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celles de j^ par 

« ,iS', /,<f',etc. 

ensorte que d! corresponde à «, jS^ à iS, et ainsi de suite, 
toute fonction de ces quantités qui demeure la même 
lorsqu'on y change un grouppe de valeurs dans un autre 
et réciproquement , comme par exemple «t et di en ^ etjS', 
puis jS et ^ en «t et a' , est symétrique et peut s*obte^ir 
rationnellement par les coefficiens des équations pro« 
posées : telle est la fonction 

en ne supposant que quatre valeurs à chacune des in- 
connues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps , pour obtenir 
ces fonctions , un moyen , qui d'ailleurs s'offre presque 
de lui-même : c'était de faire xyy^' =it , et d'éliminer 
a: y et y entre cette équation et les proposées. La ré- 
sultante en t ayant pour racines les diverses combinai- 
sons 

£tV', ^fi'P' , yPy/P' y etc. 

• 

le coeHicient de son second terme serait un nombre 
équivalent à 

— ( aPd^P' 4- /2PiS'^ + yfy'P' + et<;. ) . 

Ce procédé exigeant qu'avec les équations proposées on 
en combine une autre où les inconnues a: et^ passant le 
premier degré, jette dans les embarras de l'élimination 
entre trois équations à trois inconnues , lorsqu'il s'agit 
d'équations qui n'en contiennent que deux. M. Poisson, 
professeur d'analyse à l'École Polytechnique, a imaginé 
un artifice qui sauve cette difficulté. 

Il fait f = X -f- Ay , -<^; étant un coefficient indéter- 
miné quelconque. Si l'on tire de cette équation la va- 
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leur de x ou dejr, celle de a:, par exemple ; qui est 
t — -<^, pour la substituer dans les deux équations 
proposées, les résultats en t etj', seront encore du 
même degré; et si on élimine j^^ l'équation finale en t, 
aura pour racines les diverses valeurs que prend la fonc- 
tion X -f- Ay , lorsqu'on substitue aux inconnues, chaque 
grouppe de leurs valeurs correspondantes, savoir: 

«+^£t', »+M\ >+^y,<r+^«r,etc. 

La somme des puiss^ices semblables de ces racines ^ 
ou la fonction 

sera exprimée par une fonction rationnelle des coelH- 
ciens de l'équation %n ty qui ne contiendront que ceux 
des proposées^ et la lettre A \ mais la première de cet 
fonctions se développant ainsi qu'il suit 

<e 4- te-^dif rJ+ àtr-'^af^ r(r— i) A^ + etc. 

+ etc. 

ne renferme qu'un nombre limité dé puissances entière» 
et (positives de A , multipliées par des coefficiens qui 
«ont indépendans de cette lettre , que d'ailleurs rien ne 
détermine; il faut donc que la valeur de la même 
fonction puisse se développer aussi dans la forme 

a H- 6^ + c-^* + etc. 

a^by Cy etc. déâgnantdes quantités connues-; et qu'on 
ait séparément 

*'+i8'+y4-etc.=a 
r(*'-V'+/S'-'^' + y"y+ etc.)=* 
rCr-i) 



1 .1» 
«te. 



(ùtT^ct'^^ er-*(if*^ y^"' + etc.)= c. 



s* 
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équations qui feront connaître les fonctions symétriques 
de la forme 

ttJPafP'-^^fi'P' + etc. 

dans lesquelles p + p'=r. 

Si on multiplie la précédente par 

Étîflt'î' -f ^'il^'f* + etc. 

le produit 

ÀP-^afP'-^' +/3p^^/''4y + etc . 
oPa'pWV ^ytt'i'e^ifP -f etc. 

comprendra deux fonctions symétriques > dont la pre- 
mière se déduira de at^ût'^ + etc. en changeant p enp +^^ 
€t p' enp' '•\-q' ; on déterminera donc la seconde , et en 
s' élevant ainsi de proche en proche, comme on l'a indi- 
qué à l'égard des équations à une seule inconnue, dans 
le ii*^' 6 , on obtiendra la valeur des foactîons symétriques 
les plus générales : on peut voir la loi de leur forma- 
tion dans le» Meditationes algebraicœ de Waring , 
(page 225). 

12. Il est facile d'étendre ce qu'on yient de lire , à 
un nombre quelconque d'équations contenant un pareil 
nombre d'inconnues. 

Pour trois équations en x, y, z, par exemple j^ on 
prendra 

et substituant à x, la quantité t-^Ay — Bzy A et B 
étant des nombres quelconques , on éliminera j^ et z ^ 
entre les résultantes, ce qui conduira encore à un© 
équation en t , dont les racines seront 

ct^Aal'^BA'y ^+A$' + B fi", etc. 

si on désigne par 

^ ^7 y y ^ X etc. 
<t' e>\, y\ /f^ etc. 
^ fi\ y\ i" etc. 



\ 
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leï valeurs correspondantes des inconnues or > j^ et c. 

La somme des puissances r de ces racines , que je 
représenterai par iSr ( * + Att + Bdù* ) , s*exprimant 
d'une manière rationnelle au moyen des coefficiens 
de Féquation en iy si on la développe ainsi que sa 
valeur^ suivant les puissances et les produits des lettres 
A et B , qui doivent rester indéterminées , la compa- 
raison des terïhes semblables par rapport à ces lettres , 
donnera les fonctions de la ferme 

«'+i8'H-y + etc. 
«'-'*' + fi^'ff + y y' -I- etc. 



dans lesquelles on a p +p' '^p'^=r. 

Par la multiplication de celles - ci , on composera 
celles de la forme 

arûtff'af'v^^^^fi'^i" + etc. 

j3. Au moyen de ce qui précède , on parviendrait à 
r équation d*où dépend une fonction donnée des iacqn- 
nues x,y f z, en formant dans cette fonction toutes les 
combinaisons possibles des valeurs correspondantes des 
inconnues^ comme dans le n^ 7. Mais l'objet principal de 
ces recherches y est d'étendre à l'élimination entre un 
nombre quelconque d'équations, le procédé du n® 7, et 
d'en conclure la démonstration de la proposition géné- 
rale, énoncée dans le n"* 136 des Élémens. 

Pour cela, soient 4 équations complètes, de degrés 
quelconque)}, renfermant les inconnues x , y , z et u : si 
entre les 3 premières on élimine alternativement j' et s, 
xetZyX et y , on aura trois résultats en 

xetUy yetu, «etw. 



3 
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Ces dernières équations seront en général toutes trois du 
même degré, puisque les équations proposées étant 
complètes, chacune des inconnues y entre de la m,ème 
manière que les autres ; désignant donc p v n le degré 
des nouvelles équations, et concevant qu'elles soient 
résolues, on tirera de la première , pour x, n valeurs 

^i ^iy>^i etc. 
de la seconde , pour j^, n valeurs correspondantes 

*'>/S',y, J^,etc. 
de la troisième, pour z , n valeurs correspondantes 

*",r,y',r,etc. 

En substituant ces valeurs dan? la quatrième équation 
proposée, que je réprésente par 

(x,j^,z,u)"' = o, 

771 étant l'exposant de son degré , on formera les équations 
particulières 

etc. 

dont le nombre sera /t, et auxquelles doivent satisfaire 
lessdiverses valeurs de u; on conclura de là , comme dans 
le n? lâ, que Téquation finale en u résulte du produit 

(c«, <, *", ur C^, /?, /S", ur (>,y, y\ uY etc. =0, 

comprenant n facteurs. 

Il ne renferme que des fonctions symétriques des 
valeurs des inconnues a:, ^, z> puisqu'en y changeant 
un grouppe quelconque de ces valeurs dans tout autre , 
on ne fait que changer l'ordre des facteurs. On peut 
donc exprimer ce produit d'une manière rationnelle 
au moyen des coefficiens des trois premières équations 
proposées. 



\ 
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On rcnfarquera d'abord que chacun de ces facteurs a 
pour premier terme u"*, et que par conséquent le pre- 
mier terme du produit sera u"*". Dans tous les autres 
termes , l'exposant de u ne peut pas non plus s'élever au- 
delà de mn) car la somme des exposansdes lettres x,^, 
zetu, dansl'équation (x,y, z, u)"*= o, ne pouvant passet 
le degré m y celle des exposans des lettres et, a y etc. 
/3, /? etc. y y 3^, etc. et u, ne pourra surpasser mit 
dans le produit, et l'expression des fonctions symé- 
triques qui composent les différens termes, ne peut 
«'élever au de-là de leur degré. En effet, l'équation enf 
du n° précédent ne peut monter plus haut que le degré 
le plus élevé 4^8 équations entre l'une quelconque des 
lettresx,^, z, et la lettre u\ et si on la représente par 

r+P^-^+QV^ 4, Z7=o," 

u ne passsera point le premier degré dans P , 

le second dans Q, 



le /i'"*' dans U r 



les fonctions de la forme Sr(^àL'\-jlaf^BA^) ne com- 
prendront par conséquent aucun terme où l'exposant 
de u surpasse r, puisque leur expression sera cellç de 
la fonction Sr dans le n? 4. H suit de-là que toute fonc^ 
tion de la forme 

etP^V*"?'' + /3figV/3V + etc. 

ne pourra s'élever au-delà du degré p-f-p'-f-p", et 
que dans toutes les "autres fonctions symétriques dé- 
duites de la multiplication de ces dernières , l'ex- 
posant dç la lettre u , ne passera pas celui qui marqua 
leur degré , ainsi qu'on Ta affirmé plus haut. 

Il n'y aura dotfc emSn dka$ le produit 

4 
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{ft,J,af uT i^.^fi\ uY (>y y , uY etc., 
aucun terme où la lettre u passe le degré mn. 

Ces raisonnemens peuvent être facilement modîEéi 
pour! un nombre quelconque d'équatigns; et comme 
on a déjà vu que pour deux équations à deux incon- 
nues, lune du degré m, l'autre du degré n, Véquation 
finale ne monîtepas au de là du degré mre*, il résulte donc 
fie ce qu'on vient de prouver , que poi^* trois équations 
i trois inconnues, dont les degrés respectifs seraient 
''** '^> P> l'équation finale ne passerait pas le depé 
'»'* X p , et ain^i de proche en proche -, donc enfin : U 
degré de V équation finale , résultante de V élimination 
entre un nombre quelconque d*équa,tiôns complètes , 
renfermant un pareil nombre d'inconnues et de degrés 
quelconque^, est égal qu produit des exposons qui 
marquent le degré de ces équathns, 

A l'égard des équations particulières qui n'ont .paj 
tous les termes compris dans les équations complètes, 
il pourrait seulement manquer aussi quelque terme 
dans l'équation finale , qui par là se trouverait abaissée , 
oe qui ne change rien à Ténoncé du théorème. 

De la Résolution générale des équafion^, 

14. On a vu {Elém, i83, note) que la recherche 
immédiate des racines Jiine équation par leurs rela- 
tions avec ses coefEcipns, fait toujours retomber sur la pro- 
posée ; mais il n'en serait pas de même si l'on cherchait 
d'autres fonctions* des racines , et si l'on pouvait trouver 
de ces fonctions qui dépendissent d'équations d'un degré 
moins élevé que la proposée : il en résulterait un moyen 
de résoudre celle-ci ; comme on va le voir pour les a* . 
3' , et 4' degrés. 

^pit d'^ord r^quation du second degré. . 
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que a et 6 représentent ses deux racines : on aura 
a-|-i="^Pi a i=: 9 ( -É/em. i83). 

En cherchant à déterminer a et i par ces deux équations , 
on trouverait en a ou en ^ une équation semblable à la 
proposée ; mais si , par quelque moyen que ce fût, on 
parvenait à obtenir , entré les racines a et b et les coeffi- 
ciens p et q , une seconde équation du premier degré , 
on aurait sans peine la valeur des racines. Il faut 
donc ^e la fonction des racines qui composera cette 
équation soit de la forme /a-f-m i; en sorte qu'on ait 
/a+mfc=s, l,m etz étant des quantités indéterminées. 

Cette fonction , / a + m i, est susceptible de deux 
combinaisons différentes, en y changeant a en i, et ré- 
ciproquement; car on forme par ce moyen les deux com- 
binaisons la-j-mbetlb + ma, II suit de là et de ce 
que Ton a vu n* 7, que la fonction / a -f- zn i ou » 
dépend d'une équation du second degré , excepté dans 
le cas où m = /, car alors elle devient / ( û + ^ ) , 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessaire- 
ment d'une équation du second degré , il faut , en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées m 
etn, faire ènsorte que cette équation soit seulement à 
deux termes, afin qu'elle puisse se résoudre par une 
simple extraction de racine. Or, dans une équation du 
second degré à deux termes, et qui ne contient par con- 
séquent que le quarré de TiDConnue^ les deux racines 
sont nécessairement égales et de signes contraires*, il 
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faut donc qu'entre les quantités la'^'mbetlb'^^^ma, 

qui sont les racines de celle qu on cherche , on ait la 
relation 

l a^ m b = — Ib-^ma, 
i'où l'on tire 

^ ( a + i ) = — m ( a -f. 6 ), 
et en divisant tout par ar^ b , 

Cette condition étant la seule à laquelle il faille sati»* 
faire pour remplir l'objet proposé , je prendrai , pour 
plus de simplicité , / = — m ^= I ; la fonction cher 
chée sera donc a — i ,et, suivant ce qu'on a vu dans le 
numéro cité , elle dépendra de l'équation suivante : 

{a — (a — i)} J^z — (6 — a)}=o, 
ou , en développant, 

or, on a ^ 

ci^ + i* — 2aii=(a + 6y — 4ab = p^ — 4 qs 

substituant dans l'équation précédente , il vient 
d'où l'on tire 

Mettant pour z sa valeur a— 6 , et combinant cette 
équation avec celle-ci : 

a+b=—p^ 
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on en tirera , pour aetb , les valeurs suivantes : 

qui sont les mêmes que celles qae donne la méthode 
oïdinaire. 

i5. Avant d'aller plus loin, il- sera utile de faire 
connaître quelques propriétés des racines de T équation 
y^ — 1=0, qu'on a çonsidéréie dans les Elémens, 
n° 159. 

Soit pour exemple, le cas particulier j'^ — 1 = 0, dont 
les cinq racines seront désignées par 1 , et^ fi, y et i". 
En le comparant à Téqûation / 

f+Py^ + Qf+Ry+Sy + 7^= o, 

on trouvera 

P=o, Ç=o, /î==o, 5=0, T:=;—i; 

et d'après ces valeurs , les formules du n® 4 donneront 

5, = i-j-«6 +i8 +5/ +,r =0 
5a=: I +«* + )2" + >'* + J" = 
S3=i+a? + fi^ + y^ + S^=zo 

S5=:i+et^ + fi^ + y^ + S^z=.5 

En poursuivant, on trouverait 

•^6=0, 57=0, *Çg=o, 53=0, 5ié==5, 5,1=0, 

et ainsi de suite. 

Posant ensuite j^ = -> l'équation j'*—?»! = ose change 
en-^— 1=0, ou a* — 1=0, et les racines de cette 
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deraière iont i , -, ^» "> J» ^®' expressions ont par 

conséquent les mêmes propriétés que i , «e , |S, j^ et «P, 
puisqu'elles appartiennent à une équation entièrement 
semblable ày^— i:;=o; on a donc encore 



etc. 

n est facile de voir que les racines de toutes les équa* 
tions de la forme y^ — i=o jouissent de propriétés 
analogues à celles quon vient d*exposer pour Féquation 
y^— i=o, et qui se prouveraient de la même ma- 
nière : ainsi ,. i , «t , iS, 5/, «T, e, etc. étant les racines 
de Féquation^" — 1=0, on aura 

.S„= 1 +*"» + iS"» + >.»»»+ cf»» -f- i»^^ etc. =0. 

si m n*est point un multiple de n ; et la même quantité 
deviendra égale à n, lorsque m sera un multiple de i»* 
La quantité inverse 

aura les mêmes valeurs dans les mêmes circonstances. 

Enfin les racines «e, j3, ^, J^, e, etc. peuvent toutes 
•se déduire de Tune quelconque d'entr' elles •, et- vpici 
comment : *, par exemple, étant une racine dey*— 1=0, 
on doit avoir 

«t" — 1 = G , ou «« = 1 ; 

en élevant successivement cette équation à la deuxième 1 

à la troisième, à la quatrième puissance ^ il viendra 

» 
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éqaations qui équivalent aux suivîtes : 

(«■)«— i===o,(<^0"—i==o>(*0"-—i===o,(«^)*—i===o,etc. 

d*où Ton voit que a étant une des racines de Téquation 
j^" — 1 == o , autres que Tunité , *•, *', *♦, «t^, «te. seront 
aussi des racines de la même équation. 

Il ne faut pas croire , d'après ce qui vient d'être dit^ 
que le nombre des racines de Féquation^" — ^ 1 3=0 soit 
indéfini ; on trouverait bien^ à la vérité^ que 

A", «*•♦■*, *♦*+•, tC^^, etc. 

satisfont à cette équation; m^s 
«"=±=1, *"+*ï=fi6'«.A=«i, ««■** =2: flt*. **=**, etc. 

Lors donc que dans les élévations indiquées plus haut^ 
on aura passé la puissance n, les mêmes résultatsrcvien^ 
dronty et dans le même ordre qu'auparavant. 

Il suit de là qu'en prenant pour « l'une quelconque des 
racines de j^"— 1 =0^ autres que l'unité^ les i^acines 
de oçtte équation seront 



1 . «, fit*. ** 



• 



*••>•*•>"•> •• * 



et puisque 

«"1 _. «t* 1 



"^ — "ï^*** —*»"^*« •*"»"-' '^*"-'' 

on en conclura que - , -*t , -¥> -tit^ *^°^> ^^^^ 

un ordre inverse du premier, les el^pressions des 1» — i 
racines différentes ^e l'unité. 
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Enfin , en mettant ces valeurs dans celles de S m et de 
son inverse rapportées ci-dessus^ on aura 

1 -f- *"• + a*"» + *'"» -f- *C«-0« = o on =n 



* ^m •" ^am "•" 






m 



O OU 



n 



selon que m ne sera pas ou sera un multiple de n. 

16. Pour appliquer avec plus de simplicité la mé- 
thode du numéro 14 ^ Téquation générale du troisième 
degré , on la suppose privée de son second terme ', ce 
qui lui donne la forme suivante : 

et par des raisonnemens analogues à ceux du n^ i4# 
on cherche à priori une fonction des racines qui ne dé- 
pende que d'une équation du second degré , et qui les 
détermine facilement. La forme la plus simple que l'on 
puisse donner à cette fonction, est la^ mb ^ nc] 
en y changeant entr'elles les racines a, b, c, elle offre 
six combinaisons différentes ; savoir : 

la -f- mb -^ ne, la + ^c + /li, 

£6 + ma + /ic, Ib + me ^ na, 

le '^ ma ^ nby le -^^ mb + na* 

ainsi l'équation dont elle dépend est dû sixième degré. 
Pour faire usage de cette équation , il faut qu'elle 
«oit résoluble à la manière de celles du second , et qu'elle 
ait par conséquent la forme. ;&* -f- j4z^ + ^ = o. Dans 
cette hjrpothèse , on en déduira 



et {aitant pour abréger ^ 



4 
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les trois racines Cubiques de l'unité étant i ^ «, a^ (i5)^ 
les six valeurs de z seront 

Si maintenant on prend deux des valeurs de la fonc- 
tion la'\-mb^nCy pour les q[uantités 7^ efz" , qu on 
suppose par exemple^ 

la 'j' mb ^ ne z= z\ Ib -i- ma -^ ne =z^, 

on assujettira les quatre autres aux mêmes relations des 
diverses valeurs de 2 ^ en posant les équations 

/c -f- ma+ ni =* (/a -f- mft + ne), 
/c + 7»6 + na t= «t (/6 + zna -f" 'ïc), 
Ib 'i- me 7^ na = et^(^la'^ mb -^^ nc^ , 
la + niéC -J- Tii z=iet^(^lb -{-ma -f- »c), 

qui se forment en comparant deux combinaisons dans 
lesquelles aucune des lettres a y b, c, n a le même 
coefficient, et d'où ion tire, en transposant, 

(/ — An )c-f-(7ii — a, /)a-f-(n — afc 7n)i = o, 
{^l'-^etn )c-f-(ni — fit /)i-f-(7i— * m)a=o, 
(/— **m)6-|- (/n — «6*n) c -f- (ji — «t* /) a=o, 
(/— **7ii)a-|-(m — **n)c + (7i — **/)i=o. 

Comme ces équations doivent se vérifier indépendam- 
ment des valeurs particulières de a, i, c, on égalera 
séparément à zéro les coefficiens de ces diverses quanti- 
tés, ce qui donnera entre les inconnues /, m, n, les^ 
équations suivantes : 
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/— «e Fi=o, m— « /=o, »— « m=sOy 
/ — «*m=o, m^— **7i=o, II — fit' / = o. 

Si l'on détermine /^ 77»^ /i^ au moyen des trois pre- 
mières , on trouvera 

et si l'on se rappelle que *'= 1 , on verra que ces valeurs 
de / et de m satisfopt aux trois équations de la seconde 
ligne \ ensorte que le coefficient n reste indéterminé. 
£n le supposant pour plus de simplicité, égal à 1 , ob 
aura les valeurs 

lz=iet, m=et*y n=i; 

c'est-à-dire que les Qoefficiens l,m,n^ seront les racines 
cubiques de Tunité : les valeurs de z' et de z" seront par 
conséquent, 

2i'^=:fita-f-afc*6 + ^^ fc*'=fit*a + «6 + C* 

et représentant par z la fonction /a + m6 + /id, dont 
le cube ne doit avoir que les deux valeurs z'^ etf,"^ ,tI 
viendra ( 7 ) 

Ce produit est facile à exprimer , au moyen des coeffi-> , 
ciens de l'équation oc^ + px+ç=o; car après en avoir 
chassé la quantité a,^ à l'aide des relations rapportées 
dans le numéro 1 5 , il ne contiendra plus que des fonc- 
tions symétriques des racines a, i, c. En ne développant 
pas d'abord les seconds termes de chaque facteur, on 
trouve 
gB^ç^^ed'b+cy ) *'+(rta+«»i+c)5(**a-H*i+c)5=o ; 

mais 

développant 
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" développant 1<^ produit [(afca+**i n c) (a*a+*^+03'* 
avec Tattention de substituer i au lieu de a?^ — ' i au 
lieu de «+«■ et de **-f ** ( ^ 5 ) , il Tiendra 

. quantité équivalente à 

puisque Téquation proposée étant sans second termt ^ 
on doit avoir 

et de la on tire 

Faisant ensuite le cube de « a -f* ** 4 -f- c, ainsi que 
celui de «&^ a -f-ce 6 -f- Cy prenant la somme des résultats^ 
et mettant i pour *' et pour a^ , — i pour « + ** # 
ft"-f-** et «♦ 4" *^ (i5) , il viendra 

_3a»c — 3ac^— 3a»6— 3a4»— 56*c— 56 c* 

expression qui , ne renfermant que des fonctions symé- 
triques^ peut être déterminée par les formules du n"* 6. 
Avec un peu d'attention , on voit aussi qu'elle est équi« 
yalente à 

fl(a + 6 + cy — 9[]ac(a + 6 + c)— aicj 

— 9Cû6(a + 4 + c) — aie] 
■^9C^^(^ + ^ + c) — aicj 

On a donc en&n • 

*• + a7 fl a'— a7 p* = o , 

équation dont les racines désignées ci-dedsua par t! et 
%', sont 



} 
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3 [^-^q+V^p'+îq^ ^V^-iq-Viry-r'^q'- 

Mais les équations 

a' = cta + <**& + c, z^T^ct* a + dtb -^ c ^ 

jointes à Téquation a + ft -{'C^=:o, résultante de Tévâ- 
nouissement du second terme de la proposée , et au 
moyen des réductions indiquées n.uméro 1 5 , donnent 

c = -|-., b= 3 , ^=—3 ' 

et si on met pour les quantités z'^z" ^ *, **, leurs valeun, 
en trouvera 



i/_. 



2 i<l + Vir,p'+^,q^ 



i_|/_-3 ' - 



De ces trois racines , la première seule paraît réelle ; lei 
deux autres sont sous une forme imaginaire. 

Je reviendrai dans la suite sur ces formules, pouf 
faire connaître les diverses circonstances que présente • 
la résolution des équations du troisième degré ; pour le 
moment, je me bornerai à observer que les quan- 
tités z et z" ayant chacune tiois valeurs, puisqu'elles 
désignent des racines cubiques , il pourrait résulter do 
• Vemploi 6ucce««f de ces valeurs trois systèmes déracine! 
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, 6y c; mais celui que j'ai rapporté plut haut est !• 
«eul qui satisfasse à réquatioQ 

Les deux autres offriraient respectivement les racines des 
équations x^4-«px+ç = o, aî^-|-**pa:-f*<7 = o, 
liées à la proposée , de manière à former avec elie^ par la 
multiplication, uûe équation rationnelle du neuvième 
degré , et qui conduiraient également à l'équation en z , 
obtenue ci-dessus , parce que cette dernière ne contient 
que le cube de p , qui est aussi celui de ^ p et de ct^p. 

Pour distinguer le système des racines qu'il faut em- 
ployer , il suffit d'essayer s'il repd M fonction 

a b'^^ ac'+b c égale au coefficient, de x danii l'équation 
proposée : or les valeurs trouvées ci-dessus donnent 

et on a d'ailletirs 

17» Jetasse au quatrième degré en désignant para, 5» 
c, d fies racines de l'équation sans second tellùe 

a:* + p X* -f- 7 a: + r = ô , 

<bn cherche encore à trouver une fonctiofl de ces racines 
qui soit de la forme fta+/A+mc+?wi, et qui dépende 
d^me équation moins élevée ou lûoins difficile à résoudra 
que la proposée. Dans une telle fonction, les lettre» 
C 6, c, dy peuvent être combinées de vingt-quatre ihar 
nières din*érente8 , et par conséquent elle doit dépendra 
d'une équation du vingt--quatrième degré ; maison peut^ 
en établissant des relations entre les coefficiens indéter» 
minés 6, /, m et n, réduire le nombre des combinaisons. 
En supposant d'abord /t=^, il ne reste plus que douze 
changemens possibles dans la distribution des lettres 
a, b , c, d^et ces changemens se réduiront à six ^ si oa 
ait m =311 : la fonction ci^dessus deviendra alors 
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•nsceptîble de cinq autres changemens, 

lla + d) + mlb + c) 
llb + c) + mla-i-d] 
/(A4-cî) + 7Ji(a + c) 

On ne peut plus diminuer le nombre de ces coml)inai- 
Bons sans les rendre toutes identiques; mais en posant 
/ = — - Tiiy on aura les six quantités 

/(a + 6— c— d), /(c + rf — û — i) 

/(a-f-c — 6— d), /(6 + d — a— c) 

/(a + d — J~c), /(6+c— a— d) 

Les deux qui sont sur une même ligne ne diffèrent 
que par le signe , ensorte que l'équation du sixième 
degré ^ dont elles dépendent, doit avoir trois racines 
positives y et autant de négatives respectivement égales 
à chacune des premières. Cette équation sera donc de 
la forme 

z^+ji2fi + Bz^ + C=o ( Elém. 208), 

et réductible au troisième degré, en prenants^ pour l'iik* 
connu. Mais si, au lieu des quantités 

/(a + i — c— rf), etc. 

on prend leurs quarrés, on n aura que trois fonction» . 
différentes, puisque 

f»(a-fi — c — £?)» = /»(€ + J— a — i)% 

et ainsi des autres; et faisant /^= 1 dans ces dernières 
fonctions, l'équation qui doit les donner sera le produit 
des trois facteurs. 
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»— (a + i— A — c)V 
Or 

(a + i — c — cî)* = 

et comme réquation proposée manqae<ie second tenne^ 
on a 

d'oà 

mais puisque , d'après la composition des équations , 

p = ai -f» ac -f» aci -f- ^^ *f" ^^ "4* ^ ^> 
{1 en résistera 

donc enfin 

( a -f- i — c -rrrrf)^ =: — 4P + 4^*+ 4 crf. 
On trouvera de m^me 

(a^c — A— d)* = — 4p + 4flc-|t4irf 
(a 4- cl — A — c)»= — 4p-f 4ûrf+4Ac. 

Pour plus de simplicité , on prend l'inconnue z égala 
au ^ des fonctions (a+c — b^^dy, etc. l'équation ea. 
s devient alors le produit de trois^ facteurs 

» -f- p — ( a A -f- c d ) 

« + p— (atZ-f-Ac). 

n ne s*agitplus maintenant que de développer ce pro-« 
duit^ et d'exprimer en p, ^ et r les fonctions symétrique»^ 
ée a j. A^ c et <2 qui s'; trouvent contenues. 

S. 
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Pour effectuer le calcul avec plus de facilité , on posera 

ce qui donnera les trois facteurs 

u — (ai + crf), u — (jac-^bS), u — (ad+^O- 
Le coefficient du second terme de T équation en u sera 
égala 

ou , ce qui çst la même chose , à — p > celui du troisième 
fera 

€^bc^à'bd + a^c d 

+ i»c -f- a W 4- i*c à 
^abc^-^-aed-^bed 
+ ab cP+ a c d^+^b c c? 

Cette fonction est symétrique , car elle ne change point, 
quelque permutation qu*on fasse entre les quantités 
a, b yCy d, et elle n est qu'un cas particulier de lafonc« 
tion a" bf cf + etc. dont Texpression est 

Pour en avoiria valeur, on. fait n = a, p=i , 7^=1, 
dans la formule ci-dçssus-, dont on ne prend que la 
moitié , à cause que pzzzq\ il vient 

cherchant ensuite les valeurs de Si^S^, S3, S^, et 
observant que le second terme manque dans l'équatioa 
proposée , on trouve — 4^* P^^^ résultat. 

On arrive immédiatement à ce résultat, en remar- 
quant que la fonction a^ i c + etc. est équivalente à 

a (^ab c^abd-^-acd-^-b cd)^abcd" 

-f-i {^ab C'-\' abd-i-acd-^-bcd) — abcd\ 

^ -}- c (^abc-^-abd-j^acd-i-bcd) — abcdi 

+ rf (^abc^abd-^acd-^-bcd^^abcd, 

{a+b + c-^-d) ( aèc + aW -fcof/ 4- ici/)— 4akfiî» 
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rt ae réduit par cod séquent à — /^abcd^ jpuisque 

Le dernier terme de l'équation en u étant égal à 

a pour développement 

^ \ a?bcd+aPcd + abc^d + abc^f 

La valeur de la première ligne se déduirait de l'expres- 
sion générale des fonctions de la forme a"t''dfî'' + etc. 
en y faisant ;i^=3,p = ^ = r=i ; mais on voit biea 
aisément qu'elle n'est autre chose que 

aè c rf( a* + 6* + ^* + ^* ) = '••?« = — 2 p r. 

La seconde ligne aura pour expression ^ d'après ce qui 
précède , 

-réunissant ces deux parties, et changeant leurs signeu^, 
pn trouvera + 4pr — ^^ pour le dernier terme de l'é- 
quation cherchée , qui sera par conséquent 

mettant z + p au lieu de u , il viendra 

z^-f- 2 pz*+ (p* — 4^)2i — (7*=o. 

Soient maintenant z' ^ z", 7? y les trois racines de cetta 
équation , on aura 




Les trois dernières équations traitées conjointement avec 
l'équation a-f-i+c-f-<fc=o , qui résulte de révanouisse-» 

4 
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xnent du second terme ^ donnent^ en prenant les signet 
supérieurs des radicaux, 

et en prenant les signes inférieurs, 

b={i—\/7+\/l'+ \/l') 

c=i(+V/7— \/i"+t/£) 

Les premières valeurs sont relatives au cas où le produit 

|/z^ . \/z" . \/ z'^ doit être positif, et les secondes 
appartiennent au cas où la même quantité est négative. 
Cette espèce d'ambiguïté tient à ce qu'on n'a pas déter- 
miné immédiatement les fonctions a + ^ "^^ — ^> ®t^' 
mais le quarré , qui reste le même , quoique chacune 
d'elles soît positive ou négative, et quelque signe qu*ait 
le coefficient q , puisque Téquation en z ne contient que 
le quarré de ce coefficient. Il suit de là que les racines 
trouvées doivent également satisfaire au cas où q est 
négatif comme à celui où il est positif; ensorte que ces 
huit valeurs réunies sont les racines de Inéquation résul- 
tante du produit des deux suivantes : 

x^-^-paf '\'qx -f- r=o, x^+P^ — 7-^ + r=o^ 

qui ne diffèrent que par le signe de q. 

Celui des deux systèmes de valeurs qui- répond à Ift 
première équation , doit donc donner la somme des pro* 
âuits des racines'prises trois à trois avec un âgne con^ 



\ .c*x 
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traire , égale à une quantité ppsitive , et l'autre doit 
conduire , dans la même circonstance , à un résultat 
négatif. 

Or, si' on effectue ce calcul, on yerra que le second 
système remplit la première condition, et que le premier 
satisfait à la seconde , car Fun donne pour ce produit 

-f \/7. v^?. v/?, 
et l'autre 

— V^7. v/?. /?. 

On peut encore parvenir à la même conclusion en 
multipliant entr'elles les trois équations 

a + b — c — £Î = a V^? 
a + c — b — d = 2 V^? 
a + d — b — c =2 V^?; 

car en réduisant les fonctions sjrmétriques qui se trouvent 
dans le premier membre du résultat, il vient 

ce qui fait voir que les signes des radicaux doivent être 
tels que leur produit soit d'un signe contraire à celui 
de^ , et que par conséquent le second système répond 
au cas où q est positif, et le premier à celui où il est 
négatif. 

i8. La forme des fonctions employées ci-dessus à ré- 
soudre les équations des deuxième , troisième et qua- 
trième degrés, n'est pas la seule qui puisse convenir à cet 
objet. Lagrange , qui a présenté le premier la théorie 
de la résolution générale des équations , sous le point do 
vue d'après lequel je viensde l'exposer (ilfé??i.<ie/'./^ca<2j 
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«fcs Sciences de Berlin, années 1770 et 1771) > * montré 
comment on pouvait trouver les fonctions propres à 
donner l'expression des racines d'une équation propo- 
sée, et déterminer le degré des équations dont ce»^ fonc- 
tions dépendent ; mais on n'a pu jusqu'à présent en for- 
mer pour le cinquième degré qui dépendissent d'un, 
degré moins élevé. Dans les Mémoires que j'ai cités, 
Lagrange ne s'est pas borné à présenter une nou- 
velle manière de résoudre les équations ; il y examine 
aussi les méthodes proposées par les analystes qui l'ont 
précédé dans cette carri'''re. Ne. pouvant développer 
dans un ouvrage de la nature de celui-ci, tous les 
détails d'un sujet aussi important, j'ai suivi, pour en 
donner une idée , la marche tracée par Laplace dans 
le Journal des séances de l'Ecole normale ( Leçons^ 
T. II, pag. 3oa, première édition. ) 

Observations sur les expressions des racines des équations 
du troisième et du quatrième degré. 

19. Lorsque l'équation du troisième degré est de la 
forme x^-^^px +7 = o , c'est-à-dire , que le coefficient 
p est positif, des trois racines qu'elle comporte , deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (16); ^^ ^^ P 
est négatif , ou qu'on ait 

or* — px -f-^ = o, 

le radical quarré \/^ P^ + î 9*> qoi entre dans l'exprès* 

«on des trois racines, se changeant en v/ — r, P^+ î^^r 
devient imaginaire si -^p^ surpasse ^ q^. Toutes les ra- 
cines sont alors affectées d'imaginaires, et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu (JSlém. s^i5^ 
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tpte toute équation de degré impair avait nécessairement 
luie racine réelle ; il y a donc pour le cas qui m'oc- 
cupe une contradiction au moins apparente^ et qu'il 
faut lever. 

Cette contradiction tient à ce que Von aurait tort de 
prononcer qu'une expression composée , renfermant des 
imaginaires 4 est imaginaire, à moins qu'on n'ait prouvé 
qu'elle, les conserve lorsqu'elle est développée, hà, 
formule 



peut s'écrire ainsi : 



«i l'on fait , pour abréger, 

et s'il arrivait que les quantités a+^ V — i et a— i V^~i 
fussent des cubes parfaits de la forme 

{^A^B V/^^3 et (^ — ^ l/^^^ 
'A et B étant des quantités réelles, on aurait alors 

x — A-^B y/ZTlj^A'^B v/^^ = fl^, 

yaleur réelle. 

Si l'on avait, par exemple, 

on s'assurerait , par l'élévation au cube ^ que 
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^ l/"a + ii V" — 1 =3+ V^— 1, 

3 

V^a— u V^ — 1 =a — v/— i> 
€t on trouverait 4 pour la somme des deux radicaux. 

Les premiers analystes qui s'occupèrent de la résolu* 
tîon des équations des degrés supérieurs, après avoir 
remarqué l'espèce de paradoxe développé ci-dessus^ par-i 
vinrent en effet à tirer de Texpression même de la pre- 
mière racine un résultat délivré des imaginaires, lorsque 
les quantités comprises sous les radicaux cubiques étaient 
des cubes parfaits. 

2o. te C'est de cette manière, dit Lagrange (*), que 
n Bombeili s'est convaincu de la réalité de l'expression 
y) imaginaire de la formule du cas irréductible (c'est le 
9i nom qu'on donne à celui que j'examine ); mais cette 
T) extraction n'étant possible en général que pai: les^ 
r séries, l'on ne peut pan'enir de cette manière à une 
ri démonstration générale et directe de la proposition 
TU dont il s'agit. 

y) Il n'en est pas de même des radicaux quarrés et de 
n tous ceux dont l'exposant est une puissance de a. £ln 
p effet, si on a la quantité 



9) composée de deux i^adicaux imaginaires^ son quarré 
n sera 



(*) Séances des Ecoles normalef , ( Leçons, T. XII , pagt 39$^ 
première édition.) 



\ 
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7) quantité nécessairement positive : donc ^ en extrayant 
n la racine quarrée , on aura 



n pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais si, 
n au lieu de la somme ^ on avait la différence des mêmes 

n radicaux , alors son quarré serait aa^^fi V^ <** + ^» 
n quantité nécessairement négative; et tirant la racine^ 

V on aurait l'expression imaginaire simple 

V aa — a V^a»+6*- 

n'Si on. avait la quantité 

> \ 

T on relèverait d'abord au quarré^ ce qui donnerait 

l/"aa + a v/â* + i» + a yaT+P, 

V quantité réelle et positive; on aura donc aussi ^ en 
T extrayant la racine quarrée, une valeur réelle de la 

V quantité proposée , et ainsi de suite. Mais si on voulait 

V appliquer cette méthode aux radicaux cubiques ^ on 
7> retomberait dans une équation du troisième degré , 
y> dans le cas irréductible. 

D Soit en effet 

3 ' l 

V en élevant d'abord au cube ,, on aura 
n savoir: 
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3 ________ 

D on bi«n 

cr' — 5x ya^'-i'b* — aa=o, 
j) formule générale du cas irréductible , puisque 

5 (aa)» + îV (- 3 V/a»+i")3 = _ j.. 

S» Si 6 = o . on aura 

s 

a:=:a V^a; 

j» il faudra donc prouver que b ayant une valeur quel- 
9) conque réelle , x aura aussi une valeur correspondante 
n réelle. Or 1* équation précédente donne 



3 



o:^ — sa 



5x ' 
I) et élevant au cube , on trouve 

, ''* + *= ^ ' 

TU d*ou 

,, a:3 — 6ax® — iSa'x'' — 8a' 
i»= ^ , 

27 JC^ 

I» équation qu'on peut mettre sous cette forme : 

27 X'' 

)) ou bien sous celle-ci : 

■ 

Y> Cette dernière forme fah: voir que b est nul , lorsque 
j>x^=8a, qu'ensuite b augmentera toujours sans in- 
3^ terruption , lorsque x augmentera ; car le facteur 
•^C'^+û)* augmentera touiours, et Kautre facteur 
» augmentera aussi ^ parce que le dénominate.u|: x^ ^ug-^ 



/- 
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1,1 



«mentant, Un 



[ui est d'abords I. 



I 



partie négative 

"deviendra toujours moindre que i. Ainsi, en faisant 
* augmenter par degrés insensible» lavaleordej:^depui» 
» 8a jusqu'à l'inÛiiJ, la valeur de 6' augmentera aussi 
)' par degrés inseusibies et correspondans , depuis zéro 
p jusqu'à l'infini. Donc réciproquement à chaque valeur 
)ide 6=, depuis zéro jusqu'à l'infini, il répondra une 
p valeur de x^ compris* entre 8 a et l'infini ; et comme 
)' Cela a lieu, quelle que soit la valeur de a, on en peut 
n conclure légitmiement que, quelles qce soient les 
31 valeurs de a et de 6, la valeur correspondante de j^^ 
71 et par conséquent aussi de x, sera toujours réelle. 
)i Mais comment assigner cette valeur? I! ne paraît pa* 
Ti qu'elle puisse être représentée autrement queparl'ex- 
T pression imaginaire, ou par une expression ea série, 
ï) qui en est le développement ( que je ferai connaître 
Tipar la suite ) ; aussi doit-on regarder ces aortes d'ex- 
rt pressions imaginaire», qui répondent à des quantités 
»i réelles, comme faisant une nouvelle classe d'expres- 
n sions algébriques, qui, quoiqu'elles n'aient pas, comm» 
, N les autres expressions , l'avantage de pouvoir être éva- 
ï> luées en nombres dans l'état où elles sont , ont néan- 
ti moins celui qui est le seul nécessaire dans les opéra- 
i> tion» algébi'iques , de pouvoir être employées dan* ce» 
Il opérations , comme si elles ne contenaient point d'ima- 
)»ginairesn(*). 



C'est l'impossibilitéde réduire sousuneforn 



nmêm» 



(ij On empinie m nprïMÎoai avec luccjv Han» Tuppli cation d« 
L FAiulyte & la GconiL'Irïc, pur rapport h la diviijoa du angtsa. Ccne 

^ -^--rie bc irouvï diivel„i.[«* .ifl.is l'introdiiition cl dam le eliap. UI 
luu Traité du C'aUul liiffénnUal et du Calcul iiilegrat. 



48 COMPLéMSNT 

temps réelle et composçe d*un nombre limité de terme» 
algébriques^ lef racines d'une équation du troisième de- 
* gré, dans le cas où ~ p^ surpasse. ^ ^, qui a fait donner 
à ce cas le nom de cas irréductible ; l'expression de la 
première racine n est alors qu'un cas particulier de 
celle-ci : 



qui appartient aussi , comme nous le verrons dans la 
suite , à une quantité réelle , mais îmassignable algébri- 
quement, et d'une manière finie ^ par tous les moyens 
connus jusqu'ici. 

ai. Non -^seulement dans le cas irréductible la pre- 
mière racine est réelle , mais les deux dernières, qui sont 
imaginaires dans tous les autres cas , deviennent réelles 
dans celui-ci. On peut d'abord le voir immédiatement 

lorsque les quantités a-^-b \/ — i et a — 6|/— i sont 
des cubes parfaits ; car en substituant leurs racines .... 

ji^B {/ — 1 et-^ — £ {/ — 1 à la place des radi- 
caux cubes dan» la deuxième et la troisième racine (i6) , 
et eifectuant les multiplications conformément au 
n* 17a des EUmenSy on trouve 

(^H^ ,A+BV^^ (=1^) U_^, 

— — A+ B ï/3. 

aa. On peut , sans le secours de l'extraction des ra- 
cines , démontrer que lorsque les trois racines de l'équa-- 
tion a^-^px+q^^o sont réelles, p est négatif , qu'on 
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a nécessairement -^ p^ '^r\ q^ , et que , réciproquement, 
lorsque ^p^ surpasse ^ç*, les trois racines sont réelles. 
£n elFet^ soit a une racine réelle de l'équation 
a:^+pa;+ç = o, on aura 

d'où q z=i -^ c^ -— /? a , 

et par conséquent 

07^ — o^ -f- p ( X — a ) = o , 
ce qui donnera , en divisant par x-— a, l'équation 

dans laquelle sont renfermées les deux autr^racineft d« 
la proposée , et dont on tire . .* 

On voit d'abord , à l'inspection de ce résiihât, qu0 
les racines qu'il fournit ne pourront être réelles , à 
moins que p ne soit négatif et en même temps - égal à 
3 a* , ou plus grand. 

£n changeant dono le signe dep , et supposant. . . . 
p = } c* + d, on aura 

les trois racines seront a,r— ^a + l/^, — j à— \/^, et 
en mettant pourp sa valeur dans l'équation a^— pa-f^'^z—o, 
on trouvera 

Pour comparer cette valeur de ç à celle de p , sans con- 
naître celle de a-, il faut «lever p au cube, et q au 
miarré , afin que la plus haute puissance de a soit la 
même dans les deux résultats ; il viendra ainsi 

p?.= ^: «8 4. sj a4 d -f. I «. rf» + d» ■ 

d'où 

«. D 
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iV f* = TT «* + 77 «♦<»'+ ^^ O* rf* + ïV <«* 

et par conséquent 

La dernière valeur 3d(Ja* — ^rf)* étant toujours j 
tive , tant que d sera positif, puisque son second fac 
est un quarré , donne éyidemment 

et ]e contraire ne pourra avoir lieu , à moins que t 
soit négatif , c'est-à-dire , à moins que les deux demi 
racines de là proposée ne soient imaginaires. En fai 
rf=: o , on a 

^7 r — 4 7 > 
et les t^roit racines ^ qui sont encore réelles ^. ont ej 
elles une relation remarquable , indiquée par les vah 
suivantes,: a, — \a, — rfc. 

Il est donc prouvé par ce qui précède , que sirune ée^ 
tion du troisième degré a au moins , dans tous les c 
une de ses racines qui soit réelle, toutes le deuienn 
lorsque p est négatif ^ et que 77 ^^ surpasse ~if. Or , 
a vu '( Èle'm, a 1 3 ) que toute équation d'un degré imp 
a au moins une racine réelle, quelques valeurs qu'ai 
Ses coejffîciens .• donc toutes les trois sont réelles dan, 
cas cité. 

23. En attendant que j'expose les séries qui exj 
ment les valeurs approchées des racines des équati< 
du troisième degré dains le cas irréductible , je ra 
porterai ici un procédé beaucoup plus simple , dor 
par Clairaut dans ses Elémehs d'Algèbre. 
n ' Ce procédé consiste à ramener l'équation . . . 
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x^ — px + 7 = oàla forme z^ — z =:r y en faisant 
xz=zmZy et déterminant la quantité m de manière à 
rendre le coefficient de z égal à Tmiité. Par la substitu* 
tion indiquée , il vient 

771 FTl 

et posant tti* =p , on a seulement 

Des d^x valeurs , m = 'àz.x/py la première convient au 
cas où q est négatif danale preâiier membre^ et la seconde 
à celui où il y est positif; ensorte qu'on ait toujours 

r = — /^' Cela posé , Téquation «j^— z=:r ne peut 

pyp 

tomber dans le cas irréductible que. lorsque ît ^-^r*, 
c'est-^-dire y lorsque r-^j/^ <^ — j=r, ce qui ne peut 

avoir lieu qu'autant que la valeur positive *de z est entro 

les limites i et — ;=r En effet , il est visible que z doit 

V/3* 

surpasser Tunité pour que la quantité z? — z soit positive ; 
mais si Ton faisait z =: — -pr = i/* , on aurait pour 

résultat •= — =■, nombr« plus grand que r. 
3V/3 . ; ^ 

Sixlonc on suppose â=: i -}- J^, la lettre S^ ne pourra 
représenter qu'une petite fraction , moindre que la diffé- 
rence 0, i547 qui se trouve entre i et |/ jj le cube o,ooZy 
de cette fraction peut être /négligé ;. et le résultat de la 
substitution de i-^^ kl^L place à& z dans l'équation 
proposée , en omettant c'^ conduit à' 
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d'où Ton tire 

et par conséquent 

. , . js a+V/iH-3r 

2i= 1 -t- d = = , 

puisqu'on ne cherche que la valeur de z qui surpasse 
l'unité. La limite de Terreur que Ton peut commettre par 
cette méthode ne s'élève, sur la valeur de z, rp'à un 

millième d'unité. En effet, si Ton suppose 2= V^si^*" 
leur qui répond à r="J |/ 5, et pour laquelle S estlt 
plus grand possible , la formule ci~dessuâ donnera 

&»= — ! 5 ^--^- au heu de y f , 

ce qui ne diffère du vrai que de 0,001 aG. 

Soit pour exemple Téquation x^ — i3a: + 5 = o; 

on fera a:=— zV^i3,et l'on aura 

_ 5 

^'~^ — i3Vï3' 
d'où Ton déduira 



5 
i3|/i3 



1/ 



v/; 






li3=-3,,84. 



Si Ton veut pousser plus loin l'exactitude , on em- 
ploiera la méthode donnée dans lé n* ai 5 des Èlémens^ 
on tiouv'era par cette méthode - 

a: =—3,78434. 
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fl4- Je vais m'occuper maintenant des racines de re- 
lation du quatrième degré , 

Ces racines dépendent de celle de Féquation 

z^ + Qpz' + (^p- — 4r)z — q-z=zo (R), 

que l'on nomme la réduite y et Ton a par le n® 17 , 

selon que q est négatif ou positif. . , . ■ • 

1*». Il eit tisible par la forme dé ces yajeu^stii- que «î 
les racines de la réduite sont tout es, trois., pbsitiviBS* et 
réelles^ celles de Téquation proposée seront aussi toutes 
quatre réelles. ^j^ 

a'. L'équation (R) , ayant son dernier terme négatif, 
doit , lorsque ses trois racines sont réelles y le» avoirfoutéfli 
positives, ou seulement une positive et deux négatives ; 
car ce dernier terme étant le produit de toutes les racine» 
prises avec un signe contraire , ne peut résulter- négatifi 
que de la multiplication de trois facteurs néjgatifs ,'ou do 
celle de deux facteurs positifs par un négatif. Dans 1© 
dernier cas, parmi les quantités z , *", a** , il y en a donc 
deux qui sont affectées du signe — , et par conséquent les 
' quatre racines de la proposée sont imaginaires, excepte 
pourtant le cas où les deux quantités négatives seraient 
égales entr'elles , car alors elles se détruiraient dans deux 
racines qui deviendraient réelles et égales. £n effet , si on 
suppose , par exemple , que les racines z^' et z*^ soient né- 
gatives et égales^ les deux premières valcursde ir , dans 

3 
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chaque colonne ^ deviennent imaginaires ; et on a dans 
la première colonne 

07 = — iv^T, x = — iy'z\ 
et dans la seconde y 

3°. Lorsque 1* équation (R) a une racine réelle et deux 
imaginaii'es , sa racine réelle ne peut être que positive / 
car les dpux imaginaires ne pouvant provenir que d'tme 
équation du second degré , dont le dernier terme soit 
positif, et qui soit par conséquent de U forme , . « . 
jj*^-+- jiz'r\- ^ == o , il faut néces&airement que le faeteur 
du premier degré , qui. contient la racine réelle , soit 
de la forme z— >/ , sans quoi le dernier terme du produit 
chi ptemfer facteur par le second , serait positif. 
- E& résolvant V équation *• + >^a + iB = o , on aura 






t , ■ 

loai&pour que ses racines soient imaginaires^ il faut que 

4 

faisant dôuç pour abrégéi* 

• •' '-a 4 

il vibndiîau': '"• 

et l'on aura 

2,'=çfc4.^l/— 1, 2.''ii=rt— jSV^ — 1, z^=y. 

On trouvera ensuite dans deux des quatre valeurs de x, 
la quahtité- 
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qui^ quoiqu'affectée de symboles imaginaires^ est réelle 
et égale à ^ 

ces deux racines seront par conséquent réelles : les deux 
autres contenant la quantité 

qui revient à ' . 

seront par conséquent imaginaires. 

Pour reconnaître par les coef&ciens même de la pro- 
posée, dans quel cas l'équation (R) a ses trois racines 
réelles , il n'y a qu'à faire disparaître» le second terme de 
cette dernière , afin de pouvoir la comparer avec la for- 
mule y^ -j-- Py ^ Q = 0*, pour cela ôh supposera 

X :=zy — -2. ^ ce qui donnera 

équation dont les trois racines seront. réelles quand 

^(?+4.)'>Kîr-'-?+'-)" - 

a5. Je ne quitterai pas ee sujet sans faire remarr 
qiier que les racines imaginaires des équations du qua- 
trième degré sont de la même forme qlie celk^deséqua- 
tions du second. En eifet» lorsque la réduite a deux 
racines négatives , t* , a**, en les représentant ^àr — ** 
et — jS*, les quatre vàletirs de de deviendront 

4 
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0.= — i(v/^'— (* — /3) /— i)> 

Les deux premières , combinées ensemble , donneront 
tm facteur réel du second degré ; il en sera de même des 
deux dernières. 

Quand la réduite a deux racines imaginaires de la 

forme * + jS V^ — i et * — fi V^ — i , les deux racines 
imaginaires de la proposée deviennent 



«n faisant ha — a v/ ** + /3* = — J». 

La proposée pourra donc encore dans ce cas être 
formée par la multiplication de deux facteurs réels du 
second degré. 

Des racines imaginaires en général. 

aS. On a yu par la résolution des équations des fl% 
3' et 4' degrés, que les racines imaginaires de ces équa- 
tions pouvaient se ramener à la même forme, et se dis- 
tribuer par couples ^ tels que 

x = A + B \/— 1, x^=zA — B \/— 1, 

ensorte que chaque couple donnait un facteur du second 
degré , dont les coef&ciens étaient réels. 



% • 
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Les Analystes ont aussi reconnu que toute équation 
de degré pair est décomposable en facteurs réels du 
second degré. Voici la démonstration qu'en a donnée 
Laplace (Journal des séances de F Ecole Normale , £e- 
çons ,1'* édition y T. II, pag. 3i5). 

I 

n faut prouver d'abord que toute équation d'un degré 
quelconque p, aura un facteur réel du second degré y si 

toute équation du degré ^-^-^- ^ a un facteur réel , 

soit du premier y soit du second degré» 

Je représente par (P) l'équation du degré p , et ses 
racines par a, ^^y ^ «T, etc. Cela posé, j'observe que 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 
nécessairement par la multiplication des facteurs du 
premier degré ^ combinés deux à deux, seront 

ac* — («6 -}- >) ^ + *> 

a?» — (i8 4- >) X + i3> 
etc. 

et dépendront par conséquent de la recherche des fonc- 
tions de la forme « -f- jS et «|8. Ces fonctions seraient 
déterminées si l'on en connaissait deux de la forme 

les lettres M et M' désignant des nombres donnés; car 
€n faisant 

on trouverait 

M'N—N'M . K' — N 

Mais pour parvenir à l'équation de laqueUe dépend la 
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fonction at -^f- jS -f- Ma /3 , il faut formet toute* les valeurs 
qu'elle prend , en y mettant successivement , au lieu dé 
« et de i8, foutes les racines «, iS, y^ «f, etc. de la pro- 
posée , combinée deux à deux (7) , ce qui donne 

^—^ résultats , et fait voir par conséquent que 

l'équation cherchée , que je désignerai par (^) , mon- 
terait au degré ^^^ — L 

1*. Si Ton admet d*abord que cette équation aittou^ 
jours une racine réelle ; en donnant à Af une in&niti de 
valeurs, on formera une infinité d'équations semblables; 
dont chacune aura une racine réelle, renfermant une 
des combinaisons qu'on peut faire des racines de la pro-» 
posée dans la formule et^fi-^-Mdt&^oTyle nombre de ces 
combinaisons étant limité , il faudra nécessairement que 
la même combinaison sçit répétée plusieurs fois avec 
diverses valeurs de M. On peut donc affirmer qu'il existe 
au moins deux fonctions de la forme 

contenant les mêmes racines ce et ]8, et dont les valeurs 
N et N^ sont réelles; d'où il résulte que les valeur^ 
correspondantes de « + jS et de «6i8 le sont aussi. 

2°. Si l'équation (Q) n'a point de racines réelles, 
mais seulement un facteur réel du second degré , dont 
les racines soient imaginaires , en donnant a M une 
infinité de valeurs , on obtiendra une infinité de fonc- 
tions « -f- iS -f- Mct^y dont l'expression sera de la forme 

A -{• B y/ — i,eton prouvera, comme ci-dessus, qu'il 
doit s'en trouver plusieurs qui ne diffèrent que par les 
valeurs de J/. On aura donc 



^ 
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a ^ &+M'itfi = A' + B' \/'^^i, 
d*où on tirera 

-rP— : M—M ' 

«g ^,_^ . 

En réunissant les termes réels entre eux et Jes termes 
imaginaires entre eux, on pourra représenter ces ex- 
pressions par 

2(0+17 v/^ITT) et jg + FV/"^^; 

et par là le facteur xP" — {<t -^ &) x -{• a^ deviendra 

L'existence de ce facteur entraîne celle d*un autre, qui 
serait 

car soit X—Kv^—i le quotient que donne réquatiôn(P> 
lorsqu'on la divise par le premier facteur : les quantité» 
Xet Kdoiventêtre nécessairement telles,que les parties 
imaginaires contenues dans le produit de ce facteur , par 

X — Y K — • 1, se détruisent, puisque le dividende est 
entièrement réel; et si l'on multiplie le second facteurpar 

X + ¥ y — 1 , on aura un nouveau produit , dans le- 
quel la partie réelle sera encore la même que celle du 
précédent , et la partie imaginaire n'ayant fait que 
changer de signe, s'évanouira aussi. 

£n général , toute expression qui a un facteur de la 

forme a + i \/, — i , en a nécessairement un de la 

forme û — 6 j/— i . 
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I^aintenant si les polynômes ^ 

et x^—q(^C—D \/—i)x + E — F\/—i 

n'ont point de diviseur commun , ils renferment entre 
eux quatre facteurs simples de Téquation (P) , qui , 
multipliés l'un par l'autre , donnent un facteur du qua- 
trième degré dont les coefficiens sont réels , et Ton a 
montré, numéro aS , que toute équation du quatrième 
degré peut se décomposer en facteurs réels du second. 

Si les deux polynômes 

or» — 2(C— P \^'^^)x+E — F \/'^^ 
ont un diviseur commun , en les mettant sous la forme 

X* — 2Ca; + E — (aDo: — F) V^ — i 
tx^ — îiCx + E + (fiDx — F) V — ^y 

on verra que ce diviseur doit être commun aussi aux 
deux quantités x* — s Cx -^ E etzDx — F, et on en 
conclura qu'il ne peut être que de la forme x — / : on 
aura donc 

x^-^zCx + E—ÇqDx — F) {/ZZ^ 

:=r:{x'^K—L \/^^) (x— /), 

X* — a Cx + E + (qDx — F) \/ — \ 
— {x-^K + L V^^^ (x— /); 

d'oùilsuit quex— A" — L \/ — i , x — X + Z» |/ — i 
€t X — /, seront trois facteurs de l'équation (P). l.es 
deux premiers, multipliés entre eux, donnent un facteur 
réel du second degré ; et en divisant l'équation (P) par 
le troisième , on obtiendra , si elle est d*un degré pair , 
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tin quotient de degré impair, qui aura lui-même un fac- 
teur réel du premier degré, formant avec celui par lequel 
on a divisé , un second facteur réel du deuxième degré. 
Il est donc bien prouvé qu'une équation (P) , de degré 

pair , aura au moins un facteur réel du deuxième degré ^ 
«i Téquation (Ç) a toujours un facteur réel , soit du pre- 
mier degré , soit du second. 

127 . Cela posé^ tout nombre pair étant nécessairement 
le produit d'un nombre impair multiplié par quelqu'un 
des nombres a , 4> ^> ^^> ^^^' c'est-à-dire, par une puis- 
sance de a , sera compris dans la formule a'^n , m repré- 
sentant un nombre entier quelconque , et n un nombre 
impair ; le degré de Téquation (Ç) , exprimé en général 

par £-^£ ', sera donc égal à 

a"»/i(à"»/i — 1) ,^. , . 

-.— i i = a'^'/J (a"» — 1) , 

^i p = a"*n. Faisant (2"»/i-— i) = 7i'^, 71' sera encore 
un nombre iijipair, puisqu'il est le produit de deux 
nombres impairs ^ n et a^^/t — 1 ; et d'après ce qui pré- 
cède , l'équation du degré Q'"n aura un facteur réel du 
second degré , si l'équatipn du degré a"*""*/!' a un fac- 
teur réel, soit du premier , soit du deuxième. Par la 
même raison, l'équation du degré a"*""*/i' aura un fac- 
teur réel, si l'équation du degré a"*"^/i' (a"*""'7i' — i) où 
a»— »/i* a un facteur réel , soit du premier , soit du 
deuxième degré. En continuant aiasi^ on passera par 
une suite d'équations dont les plus hauts exposans seront 
de la forme 

a"*/! , a"*""*n', a'"'^/i*', a* "^/i* 

}es nombres n , n^ n^, n'' étant tous impairs , et on 
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arrivera enEn à une dernière équation^ de degré impair , 
qui aura nécessairement un facteur réel du premier 
degré {Elém. 21 3); parcoaséquent ravant-demière en 
aura un du second degré ^ ainsi que chacune des autres, 
jusqu à la proposée inclusivement. Si Ton conçoit ensuite 
-que celle*ci soit divisée par le facteur du second degré 
dont on vient de prouver l'existence , le quotient étant 
encore de degré pair, contiendra au moins undFacteur 
réel du second degré, par lequel on pourra le diviser de 
nouveau. Sans qu'il soit besoin d'aller au-delà, on voit 
qu'u/16 équation quelconque d^un degré pair est toujours 
décomposable en facteurs réels du second degré; et puis- 
qu'une équation de degré impair se ramène à une équa- 
tion de degré pair , en la divisant par le facteur réel 
qu'elle a nécessairement, il s'ensuit qaune équation de 
degré quelconque ne peut avoir que des racines réelles 
ou des racines imaginaires semblables à celles des équa- 
tions du second degré, c'est-à-dire, réductibles d la forme 
A ±: B \/'^^^. 

a8. D'Alembert démontra le premier que les expres- 
sions imaginaires pouvaient toutes se réduire à la ferme 

jidt'B \/ . — 1 . La vérité de cette proposition , à YégSLtà 
des expressions résultantes des opérations algébHqùés , 
suit naturellement de ce qui précède ; car en les égalant 
àdes inconnues et faisant disparaître les radicaux qu'elles 
contiennent, on parviendra à des équations dont les 

..racines imaginaires seront de la forme A dzB K — • i. 

On peut encore s'assurer directement de cette térité, 

en observant : 

* 

iV que c+6 v/_i— a'— i' ^/HT+a^+A" /ZT+etc. 
=(a— g' +a*+etc . ) +(i— i'-fi'-f-etc.)!^^ 
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V. que (a+* V^^) (a'+6VII7) 

3» que ° + * ^EI - ^° + ^ ^ZÎ^ ^° - ^' ^Eï^ 
a'-j-b' V/-r. I (a'+y V'— i) (a'— i' V^-^i) 
__ «m' + &y g^A — a^ ./ — = 

"Tm^TÏ^ o" + A'" ' 

4*. que {a+.b v/— T)"» = ^ + /? V^-^-î^- 
: Pour prouver cette dernière proposition^ on phangejr^ 

(a + 6V^— i)"* ena"*(i-j — V^ — i)*"; et en observant 



que 









0*= 



1 



on verra que si on désigne par i un nombre entier qnel- 
-conque , on doit aT<Mr en général .' 

ce qui renferme tous les cas ; car il est évident qu'il 
n'existe aucun nombre entier qui ne loit compris dans 
Tune des quatre formules 

■'41, 4^ + 1, 4i + 2, 4^ + 3; 

c'est-à-dirp , qui ijc soit divisible par 4, ^^ qui ne le 
devienne quand on enôte i ^ ou a^ ou 3 unités., 
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Cela posé y on trouve par le développement de la 
puissance m du binôme. 

I 

+ m b ^ / m(m — i) i* m(m — lY/n^— 2)i^ , /— 
y' — 1 ^ i i i ~-£«_i/— i 

, m(m— i)(m— 3)(7n— 5 ) i< 
+ 1 . a . 3 . 4 " ■^"*" ®*''- 

^t en réunissant lés termes alFeçtés de ^/— -i , qui sont 
ceux de rang pair^ il vient 

( 1 +- v^^r= 

7n(m — i) i* m(7n-r-i)(77i — ^2)(77i— 3) b^ 
1 — "^^ rg — 7 7 —etc. 

i m (m — i)(m — 2)6^ '^ 



/mb mÇm— i)(m— a) ^'^ >^ \ ^■ 



1. 



Pour passer de ce développement à celui de 

(1 -^ — {/ — 1 )"*', il suffit de changer le signe dé la 

u 

quantité -* dans tous les termes où elle se jtrowre élevée 
à une puissance impaire ^ et on aura ainsi 

■ (i-s^— )-= 

'm(m— 1) i* m(m — i)(m— 2)(m — 5)i^ 
*~ 1 . a ^*"'" i . fi . 3 . 4 ^~^*^' 

(mb mCm — i)(m — fi)i^ ' \ ^y -, 
i a i.a.3 a^'-V 

Multipliant 



\ 
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Multi^ant ces résultats par a^^ et faisant 

\ia i.a.û a^ / 

3 viendra 

Lorsque )'aurâl £»it voir ^e le déyoloppement de la 
puissance 771 du binôme convient également au c^s oti 
l'exposant 771 est fractionnaire ou négatif^ il sera démon- 
tré par ce qui précède, que, quelle que soit m y 

Au mojren de ces résultats , on ramènera à la forme 
A'^-B V^— 1 toute expression résultante de la combi- 
naison de plusieurs quantités de la forme aàzb ^ — 1 , 
par addition, soustraction, multiplication, division et élé- 
vation aux puissances, soit entières, soit fractionnaires. 

ag. Il suit de'^a proposition démontrée n** 37, que 
pour obtenir les racines imaginaires d'une équation quel- 
conque , il faut la décomposer en facteurs du second de^ 
gré ; mais ce moyen e:2(ige larésolutiou d!une équation du 

« , TU C 7H—— 1 J -. N ^ A * . • 

degré — ^ — « W), avant même qu on puisse savoir si 

la proposée du degré 771 aot: non des ra^eines imaginaires-. 
Les Géomètres ont cherché des méthodes pr>ur reçois- 
naître l'existence de ces racines indépendamment die la 
résolution d^aucune éqUation, et je vais exposer *ce qu« 
Lagrange a trouvé de plus général à cet égard. 

Si on désigne par a, iS,^, <r, etc. ks racin^a radias 
a. E 



tS COMPLÉMENT 

d'une équation de degré quelconque , ses racines ima* 
ginaires pouvant être assemblées par couples de la forme 

a±b \/^^, a±V v/^^etc. (fl8), les différencei 
des racines combinées deux à deux seront nécessaire- 
ment de Tune des formes suivantes : 

A-^fi entre deux racines réelles. 

«6— a qi i \/ — 1 entre i rac. réelle et i rac. îm. 

(^a'-a')dti(b'-'b') \/ -^^i entre a rac. im. de coupl. differ. 

ai |/ — 1 entre a rac. im. du même coupl. 

* 

En faisant les quarrés de ces expressions , on trouvera 
pour la première un résultat réel et positif, et pour la 
quatrième un résultat réel et négatif ; les deux autres 
donneront des résultats imaginaires, àmoinsqu*onn*ait 
itz=a, ou a'=za , ou b=ib^ -, mais chacun de ces cas 
introduit des racines égales dans T équation aux quarrés 
des différences. Il suit de-là qu'en faisant abstraction dei 
racines égales, l'équation dont les racines sont les quarrés 
des différences qui se trouvent entre celles de la proposée^ 
uura autant de racines nëgativefs que cette dernière a de 
couples différens de racines imaginaires. 

3o. On voit par ce qui précède combien il serait i 
désirer qu on eût au moins une règle sûre pour connaître 
sans calcul , le nombre des racines positives et négatives 
d'une équation quelconque , puisqu'on serait alors en 
état d'assigner , au moyen de l'équation aux quarrés des 
différences , le nombre des racines réelles et celui des 
racines imaginaires de la proposée. Malheureusement la 
règle qu'a donnée Descartes pour remplir cet objet, 
généralisée autant qu'elle peut l'être , se réduit à ce que : 

Toute équation ne saurait avoir un nombre de racines 
positives plus grand que celui des variations de signé 



\ 
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ifui se trouvent çntre ses termes , ni un nombre déracines 
négatives plus grand que celui des permanences du même 
signe ; et si elle ne contenait que des racines réelles > elle 
en cuirait précisément autant de positi\/es que devaria-^ 
fions de signe, et autant de négatives que deperma^ 
nences du même. " ' < 

laesvariations de signes sont les changemens de + en— 
ou de — en +, qui ont lieu d'un terme à l'autre, el; iîy 
a permanence chaque fois que le signe d'un terme est le 
même que celui du précédent. L'équation 



x^ — 8 2^+7 a:* + 9 ^ — 4=o, 



••\ 



par exemple, a trois variations de signe , savoir : âe 
^oc^k — ioc?y de — 8j:3à-t-7ar»,etde-f-9a?à— 4; 
du terme + 7 a:* au terme -^^x^'û y a ime perA^- 
nence du signe -f-* 

Parmi les diverses démonstrations qu'on a données di^ 
cette règle , je choisirai celle qui est due à Segner, parce 
qu'elle m'a paru la plus simple de toutes* 

Soit l'équation 

a:"»±:Px'»-'±:Çx"-* rfc T'a: ±: ï/= o , i 

dans laquelle les signes -f- et — * se succèdent d'une ma- 
nière quelconque : en la multipliant par le facteur a:—* 
qui donne la racine positive x=: a , on aura 



2''n-^^ 



±P'àx'^±.Q ^x'^'...±U ^x , }'^'' 

■ • » • 

,Les coefBciens placés dans la première ligne de ce résul- 
tat , sont ceux de la proposée , pris avec le même signe* 
dont ils étaient d'abord affectés ; et lescoefficilens d^Ia 
féconde ligne sont formés de ccttxdelapremièEe>,'))iuW 



68 C O M P L é M.E N T 

tipliéft par et , mab pris avec un signe contraire^ etrecoléf 
d*ua rang vers la droite. Cela posé , tant que tes coeffi- 
ciens supérieurs seront plus grands que le» iiaférieurs , 
ils détermineront la signe du terme dans lequel ils sa 
trourent* et commQ ils. n'ont pas changé de signe ^ il 
y aura entre eux les mêmes variations et les mêmes per- 
knanenpes que dans la proposée ; mais le dernier terme 
zpUA ayant toujours un signe contraire à celui du coefii- 
ciént supérieur ihC/ de Tavant -dernier^ il en résultera 
luié nouvelle variation que la proposé^ n'avait point. 

Lorsqu'on rencontrera un coeflicient inférieur de signe 
contraire à son correspondant supérieur ^ et plus grand 
que celui-ci^ ilyaura une permanence de laproposéç qui 
se changera dans une variation ; car le signe du terme ou 
cel^ arrivera , étant déterminé par celui du QoeQlcieot 
inférieur, sera contraire au signe du terme précédent « 
qu'on suppose le même que celui de son coefficient su- 
pikieur. 

On sentira la vérité de cette assertiost , eoi. observant 
qu'on ne peut être obligé de recourir au doefficieot in- 
férieur , pour reconnaître le signe d'un terme , que dans 
des cas sêmblaElés à l'un des deux suivans : 

en supposant qu'on ait jRflt>'5; l'ordre ^e la succession 

des signes sera dans le premier -j , et dans le second 

— - -J-. Je n'ai point écrit le coefficient inférieur dans le 
premier terme, puisque, par l'hypothèse, il n'influe 
point sur le signe de ce terme. 

. . Il est donc évident que chaque fois qu'on descend de 
la ligr^e supérieure âa2i9 la ligne inférieure pi^ur déter- 
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uiper Iç signe ^ il y a alors une variation qui ne se trou- 
vait point dans Téqnation proposée ; et si après ce pas- 
ÉSLge on reste toujours dans la li^e inférieure ,. on 
letrouve Içs mêmes variations et les mêtne? permanences 
que dans la proposée, puisque les coefficieiis de cette 
Kgne ont tous un signe contraire à leur signé primitif. 
Quand on remontera de la ligiiè inférieure à la ligne su- 
périeure, 3 en pourra résulter ou une variation, ou un» 
permanence •, car il n'e^fiste aucune connexion fentirê Té 
èigne d*ta coefficient inférieur ftt cehii du cocJHciëiit 
supérieur eu tei*mè suivant. Mais eh supposant même 
que ce passage produisit dans tous les cas une petTua^ 
tience, comûiele dernier t^rmè de la fiouvelte é'quation 
fait partie dé la seconde ligne , il faudra toujours re- 
venir au iAoiriâ une fois de plus daifs bette ligtië 4aè aaffs 
ia première, etpatconsélquent la nouvelle équation àùi^^ 
au moins une variation de sighe dé ^jrfns tjuè îa proposée ": 
il en Bérak de même à cfaaqne racme pbéitive qu'on in- 
troduirait. 

Si on multiplie ensuite Téquation proposée parle fàp- 
teur jc-f"*^ Ç^i donne la racine nég^tiye a:= — <t, 
on aura 

Les coefficiens placés dans là' ptêiùièré ligne sont en- 
core ici les mêmes et de même si^e ^ûedans l'equatipii 
proposée ; ceux de la second'é ligne sont aussi Forniés 
de ceux dé la première , njultîpjiés par a et reculés d'un 
rang vers la droite ; mais dans le cas actuel , ils ont con- 
Bervé leur ftigne primitif. 

En raisonnant comme ci-dessua, on verra que chaque 
fois au on sera obligé de prendre le ^igoe du cœffîci^^ 
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inférieur, on obtiendra une nouvelle permanence qui 
n'existait point dans la proposée. Les exemples ci- joints 

+RaS ' —Rct] 

analogues à ceux qu'on a donnés plus haut, rendront 
cette conséquence bien évidente, puisque i^^iétantplus 
grand que ^, on aura dans l'un -h+j et dans l'autre 
— — . Lorsqu'on remontera de la ligne inférieure dans 
la ligne supérieure , il en pourra résulter indilTéremment 
ou une variation , ou une permanence ; mais en accordant 
que ce soit une variation qui ait toujours lieu , on pourra 
malgré cela conclure que le nombre des permanences sera 
a,u moins augmenté d'une unité , puisque le djernier terme 
8e trouvant dans la seconde ligne, forcera toujours a 
revenir à cette ligne au moins une fois de plus que dans 
l'autre. Il suit de là que chaque racine négative donnée 
à là proposée apportera avec elle au moins, une perma-* 
nence. En rapprochant cette conclusion de la précé- 
dente , on verra que le nombre des racines positives d'une 
équation quelconque ne saurait surpasser celui des variai 
fions de signe qu'elle renferme , et le nombre des racines 
négatives celui des permanences. 

Si réquation proposée n'avait que des racines réelles, 
on prouverait aussi par^là qu'elle doit ayoÏT précisément 
autant de racines positive^ que de variations , et autant 
de racines négatives que de permanences. En effet, quel 
que soit le nombre de variations et le nombre de perma- 
nences qu'ait apporté chaque racine positive. jet chaque 
racine négative , le nombre des unes et des autre», dans 
le résultat Gnal , doit être égal à celui des termes di- 
minué de l'unité, ou à l'exposant du degré de l'équation, 
ou enfin au nombre des racines ; mais les variations ne 
aont produites que parles racines positives , et les pcrma- 
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nenced que par les racines négatives : il faut donc qu'il 
y ait autant de variations que de racines positives ^ au- 
tant de permanences que de racines négatives ^e^ vice 
versa, 

3i . Les racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion, parce qu'elles ont lieu, soit avec des variations, 
soit avec des permanences. Cela se voit sur l'équatioB 
même du second degré x* ±: a px + 7 =o, dont les 
raeines sont imaginaires , quelque signe qu'ait p , tant 
que /?• est moindre que q. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
la présence des racines imaginaires par la règle ci- 
dessus , lorsqu'une équation manque de quelques ternies; 
Dans l'équation oc?'\-px -f- ç== o ,>par exemple , sï YoÂ 
remplace par it'o.x* le second terme qui manque , 
il vient 

et quand on n'a égard qu'au signe supérieur ^ onne trou- 
ve que des permanences , tandis que le signe inférieur 
donne deux variations. Ces résultats , dont l'un semble 
indiquer trois racines négatives ; et l'autre deux racines 
positives, ne s'accordant point entre^eux, font voir quo 
la proposée a des racines imaginaires. Si on avait 

•n l'écrivant aii^i : 

a;^±;o . X*— pi + ^aso^ 

quelque signe qu'on employât,6n trouverait toujours deux 
variations et une permanence : l'accord de ces résultats 
prouve que cette équation peut avoir ses trois racine» 
réelles , mains non pas qu'elle les ait en effet ; car on sait 
d'ailleurs que cela n'arrive que quand f7p^> Jq*. 

4 



\ 
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Si. Cela posé, je désigne par (Z>) l'équation ait 
quarré des différence* (29) , qu'on peut former d'après 
le n* 8. Il est évident, par la règle du n'^prétîédeiit , qne 
si tous ses signes sont alternativement positifs et néga^ 
tifs , c'est'à-dirc , si elle n'a que des variations , elle 
n'aufa que des racines réelles et positives, et toutes celle» 
de la proposée seront réelles. Èji effet, si celle-ci avait 
des racines imaginaires, parmi les racines de l'équatio.ii 
. (D) , il s'entrouverait.nécessairement de réelles et néga- 
tives (29) ; elle aurait donc des permanences^ ce qui e$t 
contre la supposition. 

Le dernier terme d'une équation étant, comme onsait, 
le produit de toutes ses racines prises avec un signe coii-« 
traire , sera négatif , si le nombre des racines réellei 
positives et impair ; car le dernier terme du produit 
â'un couple de racines imaginaires est toujours positif. 
En appliquant.cette remarque à j'équatdon (Z>) , enverra 
que si son dernier terme est négatif, elle aura un nom- 
bre de racines négatives pair ou impair , sdon qu'elle 
sera •d'iun degré impair ou pair. Dans le preneoer cas , 
la proposée Aura yn nombre pair de coupieiS 4e racinel 
knàginoires'^ et ua>ik>i^bre impair dans le eeccaid. £11 
général , il suit de la liature .des racines de l'équation (D) 
et de tie qu'on a vu , n® 29 , que la proposée ne saurait 
avoir plus de couples de racines imaginaires qu'il ne se 
trouve de permanences de signe dans l'équation (Z?). 

Les considérations précédentes ne mènent toujours 
qu'à s'assurer si une équation donnée a des racines ima- 
ginaires., et à -trouver .une limite que leur nombre ne 
puisse excéder ; mais en suivant l'esprit de la qiéthode ,_ 
on formerait de nouvelles équations auxiliaires^ qui ne 
pourraient avoir de racines négatives , qu'autant .que la 
proposée aurait au moins quatre racîuesjmi^^aire^ ; 
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4*autre8 ^ni n«Q auraient que de po^^vee, tJUit que Je 
^lombre .des xacines imaginaires de la proposée str^xt 
au-dessous de six, et ainsi de suite. li faudrait former » 
dans le premier cas , Téquation qui donne les quarrésdeg 
differenceè qui se trouvent entre les sommes des r^éines 
<x>mbinée8 deux à deux; danâlesQGpnâ, celle quiiâQQiie 
les quairés des différences qui se trouvent enite le» 
«ommes des raciaes^^rises trois à trois , etc. 

33. Si on parvenait à trouver d 'une manière qnelconr 
que les racines négatives et inégales de Téqu^tion (D) , 
on en déduirait les racines imaginaires de la proposée. £q 

effet , en substituant dans cette dernière a +i ^/— i au 
lieu de a:, et en égalant séparément à zéro la partie 
réelle et la partie imagin^re , on durait deux équations 
pour déterminer les inconnues a et & ; mais si on connais- 
sait à priori la valeur de ft, et qu'on la substituât dans 
l'une et dans^l'aut^e de ces équaticms, 4 serait donné par 
le diviseur commun, des deux résultats , égalé à zéro 
(iÇfem. 189 ). Or, en nommant— z' l'une des racines 
négatives de l'é^uètion (D) , cette racine exprimera le 
guarré de ladilTérence entre les deux racines imi^naires 

comprises dans la formule a d::^ y — ^ et on a«ijlE^ par 
conséquent 

d'où 

De Vextraction des > racines des quantités eti pœ'tit 
commensurqbles et en partie incommensurables. 

54. On a vu dans les numéros 19 et 21 , combien il 
pourrait être utile desayoir quand ufie expressioa^om- 
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pliquée de radicaux est une puissance parfaite; aussi 
les Analystes se sont - ils occupés de la recherche des 
caractères auxquels on reconnaît ces puissances. 



35. SoitV^ a +v/6 : l'expression a + V^Â ne peut 
être que le quarré d'une autre de cette forme : X/A-^- yB, 
dans laquelle se trouve comprise celle-ci i^A'^y'B, en 
supposant que A = A'*, Cela posé , on aura 

c-fV* = CV"^+ \/B)* = A + B + 2\/m} 

comparant d*un côté la partie commensurable , et de 
l'autre la partie incommensurable , on formera ces deux 
«quations : 

a=:A + B, \/b^2\/irBi 

quarrant de nouveau y il viendra 

* a*=A^+QAB + B\ b=4AB; 
retranchant la seconde équation de la première , on aura 

à'—b=A^—QAB+B^', 

et prenant enfin la racine quarrée de chaque membre dt 
cette dernière ', on en conclura 

\/ d' — b^iA^B. 

Si Ton combine cette équation avecc=-<^+i5, on e» 
tirera les valeurs 

d'après lesquelles les quantités A et B ne peuvent être 
rationnelles comme on le suppose , à moins que c^'^^b 
ne soit un quan'é parfait. 



So^t pour exemple 1/^7-^-^/48; oh aiira 
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^ u=^, i=48, a»— 6=49 -r- 48=1, 

Soit encore Fexpression littérale 

équivalente à 

k^4 m n + y/— 4(7n4-n)* ( zn — n)*; 

il Tiendra pour cet exemple 

azrzi ^m n, b= — 4 (/^i + Ti)' (^^ — :«)* 
a* — è = 477i'4+8m*/i*+47i4=4(m* + 7i»)* 

i/"2 + /"Ifi = \/(m+7i)»+ y/'ô^r-Tiyx— 1 

= 7n+7t+(/ii — 7i) y 1. 

Enfin si Ton avait . 



y m^ — m n +j n^ -{- z y^ m^ n — ii m^ n^ -{- \ m n^ ^ 
y mn ^ \/|77i*— 2 m II + i" n*. 

Quand , au lieu de V^ a + \/h , on a K a-^^y^ b, 

il faut prendre ^ A — \/~B y A. et B conservant les 
mêmes valeur^ que ci-dessus* 

Dans ces deux cas , la racine cherchée est double 
comme toutes celles du second degré ; car on a dans la 
premier cas 

+ V^ + kTb ou — yTÂ— y/'B , 

et dans le second , 

+ y^lL — \/'b ou — v/1? + y^'B. 
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36. Je vais chercher actuellement les casoùil estpossibif 
d'extraire la racine cubique d'une expres^on de la forme 

c-f-V^6. Pour y parvenir, il faut découvrir la formé 
que Ton doit donner à cette racine. On ne peutsiipposer 

qu elle soit )/ A -^^ ^'B , car le cube de cette quan- 



tité étant 



A \/li + 5A X/Hb +5B xTA-^B \/B 
= {A + 5B)\/li + (^5A + B} y/r, 

eontient deux radic4ux(|uarré8 essentiellement différens. 

Il n'en sera pas de même delà forme A + y^> ™^* 
pour la généraliser, un peu , j^écrirai 

iJ + V^B) \/~C; 
•on cube sera alors 

C(^3^3^ \/lS ^3AB + S V/"S). 

En comparant la partie rationnelle de cette expression 

avec a, et la partie irrationnelle arec \/b , je trouverai 
les équations 

a = C(^A^ + 3AB^, \/l = C (^5 A^ +B)\/b'\ 
quarrant Tune et l'autre, j'obtiendrai 

a^=zG'{A^^£A^B+iA*£^) 

d'où je conclurai 

^-^^=A^—5A^B + 5A^B^^B^=(^A*^By, 
et par conséquent 



-.=1/^= 



— b_ V /(a'— & ) C 



DES £ LÉ MEUS D* ALGEBRE. 77 

La lettre C étant indéterminée , on en peut disposer 
pour que la quantité ( o^ — 6 ) C soit un cube parfait ; 
lorsque cette détermina^on sera effectuée^ on aura 

«n faisant pour abréger '^ ■ / , = c , 1 équation 

d'où 

j5 =^«— c; 

substituant dans* l'équation c=C(^4.3-rrfJÎ>, il 
viendra 

4C-r/5— .3c C-r/— aî^o. 

Cette dernière aura nécessairement une racine commen* 
surable, si ^ et J? sont rationnels. 

En prenant pour exemple la quantité 12 4- 1 1 V — ^ 
du n® 19 , il viendra 

«=ây 11 |/ — X rrj/^ oufc=>^r-i31 , lû^— b = laS 

Le nombre iâ5 étant un cube parfait^ on pourra faire 
C ;= 1 , et o& aura 



c = 5,^* — B = 5 et4^— i5:.É<-^a=:o. 

L'équation en A ayant pour diviàeut coinmensùrablc 
>tf— Sy donne 

piuit on trouve 

jB = 4— 5î=:— 1, • 

d où il résulte 

V^fl + tiV^ — i = a+ï/ — 7: 
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est svLSceptihle à* abaissement , et celle des moyens d'ef- 
fectuer ces ^aigsemeas , font partie de la résohitîoi 
des équations ; c'est pourquoi j'en traiterai succinc- 
tement ici. 

Je supposerai d*abord qu'on ait Téquation 

dont les racines soient représentées par a, b, c et d, et 
qu'on sache qu'entre deux de ces racines , il existe une 
relation indiquée par V équation ma-^-nbz^h^mfnetk 
^etant des quantités connues , on pourra trouver a et 4 
d'une manière fort simple ; car a et & étaa^les racinef 
de l'équation proposée, on aura ^ 

b^^pb^ + qb^-^^rb+s^io] 

mais si de la dernière de celle-ci , on élimine b , au mojren 
de l'équation ma-^ nb = k, F équation résultante devit 
nécessairement s'accorder avec l'équation 

et puisque l'une et l'autre seront satisfaites par lamême 
valeur de a, elles auront un facteur commun qu'on ob- 
tiendra en cherchant leur plus grand commun diviseur, 
et qui fera connaître la valeur de a {Élém, 189) : oh 
trouverait Z^ de la même manière. Il convient d'observer 
que dans le cas où les deux racines a et i entreraient 
^emblablement dans la relation donnée^ ce qui arriverait 
•i on avîût 7n=n y d'où il résulterait 

le diviseur commun dont je viens de parler monte- 
rait au second degré. La raison de ce fait est facile à 
appercevoir; car alors ^ soit qu'on élimine a, soit qu'on 

élimine 
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élimine 6, on tombe sur dee équations semblables, et qui 
par conséquent doivent conduire aune équation donnant 
en même temps' l'une et l'autre de ces inconnues, ou 
ayant deux racines. 

Si la relation proposée était / a -f- 7yi6 + 7ic = ft,ony 
joindrait les équations. 

et éliminant, au moyen des deux dernières, b et cde 
l'équation /a-f-mà + /ic=ft, on parviendrait à une 
équation finale qui, ne renfermant plus que a, aurait 
nécessairement , avec c* + pa^ + qa* + ra+i= o , 
un diviseur commun qui déterminerait a : on trouverait 
J etc d*une manière semblable. Si on avait /=77i , ce 
qui changerait la relation donnée en / ( a -f" ^ ) + «^c= ^> 
comme il serait indifférent d'y écrire a pour è et i pour a, 
le diviseur commun qui donnerait a , donnerait aussi b , 
et serait par conséquent du deuxième degré. £nfin dans 
le cas où la^elation donnée serait /(a-f-ô + c) = &, 
les trois racines a, 6, c entreraient dans le même divi-^ 
seur commuii, qui serait par conséquent du troisième 
degré. ' 

Ce qu^on vient de lire par rapport à l'équation du 
quatrième degré et à des relations exprimées par des 
équations du premier , peut s' appliquer à un degré 
et à des relations quelconques; et on en conclura 
qu'il faut traiter chacune des racines qui entrent 
dans la relation donnée comme une inconnue dis- 
tincte, former les équatioas résulta/ites de leur substitu- 
tion dans r équation proposée , et joindre ces nouvelles 
équations avec celle qui exprime la relation donnée, 
puis élimiuer eqsuite touj^ les iAConauefi ^ hors une ^ que 

F 
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Ton conservera en même temps dans deux éq[uatîoni; 
lesquelles admettront par conséquent un diviseur com- 
mun , qui^ suivant le degré dont il sera^ fera connaître 
une ou plusieurs des racines comprises dans la relation 
donnée. 

33. Je prends pour premier exemple Téquation du 
troisième degré 

pt je suppose que Ton sache d'avance que parmi ses 
racines , il y en a deux qui sont égales ^ mais de signe 
contraire : en nommant a et b ces deux racines ^ on 
tirera d'abord de l'équation proposée ' 

b^-^pb^ — q^b^^q^p = o. 

La relation donnée entre a et i fournit de plus cette 
troisième équation, &=— a, en vertu de laquelle la 
seconde devient 

ou en changeant tous les signes à-la-fois , et mettant x 
pour a, 

Cherchant ensuite le diviseur commun à cette dernière 
équation et à la proposée, on trouve 

x^ — q\ 
ce qui donne 

x' — q^=^o, 

QU 

x = +^ et x = — ^. 

Le diviseur est du second degré , caria relation i=>— a, 
équivalente à a-f-i=o, demeure la même lorsqu'on 
y change a en & et 6 en a (58). ^ 
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La question précédente aurait pu se résoudre de cette 
autre manière : le facteur qui renferme les deux racines 
a et i étant x?" — (a-f-i) x + ai, devient x* — a*, 
lorsqu'on y suppose , d'après la relation donnée, i= - a; 
M faudrait donc, si a était déterminé convenablement, 
que l'équation proposée fut divisible parx*— a*. Or, 
après avoir poussé la division par ce facteur aussi loin, 
qu'il est possible , on a pour reste 

— (9* — a*)x— ((7*p— a*p). 

quantité qui, devant être nulle indépendamment de x ; 
( Elémens aïo ) donne 

ia seconde de ces équations est identique avic la pre-* . 
mière, dont on tire • 

et par conséquent 

x'^a* = x'~^*, 

comme ci-dessus. 

Il sera facile*, avec un peu d'attention , de reconnaître 
que cette dernière méthode, généralisée cctnvenable- 
ment , doit résoudre toutes les questions relatives à l'a-» 
baissement des équations. 

40. Si les deu;c équations 9*— a'=ro et q*p'—<i^p=zo 
ne s'étaient pas trouvées comprises l'une dans Tautre , 
l'équation proposée n'aurait pas été divisible par uA 
facteur de la forme x* — a** , et il n'y aurait pas eu 
par conséquent entre deux de ses racines la relatioa 
qu'on supposait exister ; mais si les quantités p et q , oti 
en général les coefliciens de l'équation proposer , eussent 
été indéterminées , on aurait pulesdéterminer de manière 
à satisfaire à cette condition. Les mêmes circonstance» 
fe rencontrent dans le premier procédé , car on pourrait 
éliminer a et 6 det trob équations 
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b^-^pb^ — q^b — ^•p=o, 

«t il existeltiit encore une équation entre p et q , qui se 
trouverait identique dans le cas actuel , parce que l'équa- 
tion proposée satisfait à la condition donnée , mais qui, 
si cela n avait pa^ lieu , exprimerait la relation qu'une 
pareille condition suppose entre les coefficiens de l'équa- 
tion proposée. 

41 . On a vu dans le n® 2o5 des Élémens , que lors- 
qu'une équation avait des racines égales, elle était sus- 
ceptible d'abaissement ; c'est aussi ce qu'on peut prouver 
par les considérations précédentes. 

L'équation x*-f-/7j:7^+^x*-|-rx-f-^=o , par exemple, 
fournissant, entre deux quelconques a et 6 de ses ra- 
cines, les équations identiques 

a^-j-pa^-}- qa^ -^-ra-j-s^zo . 
lA^pb^^qb^^rb+s = o, 
conduit à 

a4—M-f-p(a5 — i^) + 9 («• — *') +r(a—&)=o; 
divisant ce résultat par a — i, on aura l'équation 

€^+a^b+ab*'+b^'{'p(ci^^ab+b^)+q{a+b)+r==:o, 
qui devient 

4 û^ -f- 3 p a* -f- a 9 a + r=o , 

lorsqu'on suppose a-=^b: il faut donc que, 'dans Cettt 
bypothèse , les équations 

a^ + pa^-^qa^ + ra-^s-^o 
4^ + 3pa*-f-2qfa4-r=:o 
aient entre elles 'un diviseur commun. En suivant cett» 
\çw, en parviendrait, avec le secours de la propos!-^ 
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tion du n' i58 des Élémens , au résultat du ri* 2o5 du 
même volume. 

On peut encore trouver les racines égales , en consi- 
dérant qu'une équation qui a deux racines égales est 
nécessairement divisible par un facteur de la forme 

par un- facteur de la forme 

x3 — 3 * x* + 3 <«» a:— «', 
si elle a trois racines égales, et ainsi de suite.' 

On parvient à un résultat plus élégant et plus gé- 
néral, en cherchant ce que devient alors la fonction 
désignée par {ji) dans le h"^ 4* 

Si réquation proposée est de la fonne 

(x — ayÇx—byiX'^'t, X(a: — g){x — A)=:e, 

e est-à-dire y si elle a n ràcines^ égalés àoy p égales kb p 
q égales à c, etc. la fonction (^A), qui exprime là somme 
des divers quotiens qu'on obtient en divisant l'équation 
proposée par chacun de ses facteurs du prender degré , 
devient visiblement égak à 

n{x — û)*^'(x — by (a^-^y (ir*-^) (x*— A) 

+p(x-— a)* (x — by^'Çx — cy (^— g')('^ — A) 

-l-(7(x— a)« (x— i)P (x— c)î-'...(a>-g)Cx-A) 



4- (x— a)« {x—by (x—cy (^— A) 

+ (x— a)» (x— i)P (x— c)^ i^—g) r 

en observant que tes facteurs égaux donnent le même 
quotient, répété un nombre de fois égal à leur degré de 
multiplicité; et on reconnaît à l'inspection de cette quan- 
tité , que tous ses termes , ont pour facteur commun , le 
produit 

(x— û)»-* (x— A)P-:' (jp— c)f-'. 

3^ 



• 
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Mais si Ton substitue dans Texpression de la fohctîan 
(^) les valeurs trouvées pour les coefficiens qui y multi- 
plient les diverses puissances de x, elle deviendra alors 
mx""" + (m—i) Poc^-^ + (m— 2) Çx"*-^ ^ 7^ 

il suit donc de-là que, quand la proposée aura la forme 
qu'on lui a supposée plus haut , les deux quantités 

x^ + Px"»-* + Çx^-^ -^-Tx^U, 

mx"^-' + (m--i) Px"»-*+(7n— 2) Qx"^"^ + T 

Quront pour diviseur commun le produit 

(a:— a)"-* (x— é)P^» (x— c)^-' 

qui renferme tous les facteurs égaux , élevés à un degré 
moindre d'une unité que dans l'équation proposée. 

42. L'équation 

x^ -f" P^^. + ^-^^^ + '* ^ + Cf ^* +P J^ + 1 =^ o 

offre un exemple du cas où la forme même de l'équa- 
tion proposée fait découvrir une relation entre ses 

racines. Elle demeure la même lorsqu'on y écrit- au 

lieu de X , et se trouve seulement écrite dans un ordre 
inverse ; il faut donc conclure de-là que si a est une de 

ses racines , - en est une autre . En nommant c une racine 
a 

différente des deux précédentes , elle aura encore une 

correspondante - ; et enfin e étant une racine distincte 

des quatre que je viens d'indiquer , donnera une 

sixième racine -. On voit par-là que si on désigne par 

a, i, c, c?, e,/*, les six racines de la proposée, on auça 
^ntre elles les relations suivantes : 



■• 
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OU ai = 1 , cd= 1 , ' ^= 1 • 

Il n* est pas nécess^re d'employer ici le procédé du 
n° 38 ; car 11 est évident qu'en combinant chacune des 
racines a , c , e , avec sa correspondante , pour en former 
un facteur du second degré de la proposée, on aura ces 
trois facteurs : 

x^— ^a + i^x + 1 
or* — fc4--jx+i 

ar*— . ^e +^J x+ 1 

dans lesquels il n'y a d'inconnu que le coefEcient du 
second terme. Si donc on le désigne par z, la quantité 
z ne dépendra que d'une équation du troisième degré , - 

dont les racines seront a-4--> c + -, e + -. Ouoique 

a c e ^ 

ces fonctions ne paraissent pas d'abord renfermer toutes 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines, il est facile de s'assurer que celles qu'on, 
néglige n'en sont que des répétitions. En effet, en ne 
supposant aucune relation entre a, b , c, d, Cyf, on 
aurait 

*+?> ^t3> /+/' 

mais puisque dans l'hypothèse établie 

b=i. rf=l. fr=i, 

a c ^ e 

onctionsdelasecondeligne sont le» mêmes que celles 

4 
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de la première , et par conséquent T équation du sbdème 
degré , qui donnerait ces six fonctions pour le cas géné- 
ral, doit s'abaisser ici au troisième degré. 

43". On peut former cette dernière très-simplement, 
en divisant par oc^ tous les termes de Téquation proposée 

et en réunissant ceux qui sont également éloignés des 
extrêmes , ainsi qu'on le voit ci-dessous : 

Maintenant si Ton fait xA — = z , on aura 

X 



(a:+iy = .«. 



OK 


a;* + a + -^— aS 


dont op tirera 




• 


**+^=^*-a. 



puis 



I 

ce qui donnera 

et mettant z au lieu de a: + -, il viendra 
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Substituant ces valeurs dans l'équation 

•n trouvera 

âi'+pz*4"(7 — 3)z + r— «;)=o. 

Lorsqu'on aura détermine z par cette équation , il né 
Testera plus, pour obtenir les racines de la proposée , 
qu'à résoudre les trois équations du second degré 

X* — z'x-f-i^^o, X*— z"a:+i=:o, a:* — z"*'x4-i=o> 
dans lesquelles z' , z" , «^ , représentent les trois valeurs 
de a , et qui se déduisent de x -| — =:* 

X 

Les remarques précédentes , sur l'équation 

conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier , 
ont les mêmes coelficiens , et qu'on appelle équation^ 
réciproques , parce qu'elles ne changent pas lorsqu'on y 

substitue - au lieu de x. 

X 

/^, Soit l'équation générale d'un degré pair 

•n la divisera par x^ , et réunissant les termes également 
éloignés des extrêmes, on aura 

*--hp+p(--+^)+<7(-'"-+^)+-=«.- 
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On fera encore jp+ - =z, et il ne s'agira plui que d*eii 
déduire successivement 

Or , en rapproèhant les résultats déjà trouvés , et calcu- 
lant de la même manière quelques-uiis de ceux qui yiei»» 
nent après , on trouvera 

, 1 

X -f =2 

X 

or* 
0:^ + ^ = 2* — 4 i&» 4. a 

ar5-f--5 = s^ — Sa' + S» 

et poussant ce tableau aussi loin qu'il sera nécessaire, 
on reconnaîtra , d'après la loi des expressions qu'il 
renferme, que 

yi(7i — 5)(yi— 6) (71— 7) ^^,., ^^^ 
^ 1.2.3.4 

Il .est évident par-là que l'équation proposée du degrd 
2 771 sera ramenée au degré m, 

sa elle était d'un degré impair, qu'on eût, par 
exemple , ' 
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on récrirait romme il suit : 

ce qui fierait voir qu'elfe serait divisible par x -)- 1 ; et la 
division faite , on aurait pour quotient 

équation réciproque du quatrième degré. 

Il sera facile d'opérer sur toute équation réciproque 
de degré impair , comme sur celle du cinquième degré. 

45. Ce qui précède s'applique à l'équation 

déduite deT équation j^"* — 1=0 divisée par j^ — 1 , et 
c[ui renferme les m — 1 racines de l'unité , différentes 
de 1 (^Elém, iSg ). Il y a deux casa examiner, savoir : 
celui où l'exposant est pair , et celui où il est impair. 

Dans le premier , le nombre 771 — 1 étant impair , 
F équation y^"^ +3'"*'"* + etc. =0 est divisible par 
y -|- 1 , et donne J)our quotient une équation réciproque 
du degré m—^f^^ laquelle se ramène à une équation en z 

y 

du degré . On peut aussi parvenir immédiatement 

à l'équation du degré m — 2 en j^ , en observant que , 
puisque la puissance 771 est paire, on peut satisfaire à 
l'équation y"^ — 1 =0 en faisant ^ = ih 1 , et que par 
conséquent cette équation est divisible par 

(J'— O (^ + 0=J'* — 1- 

Lorsque m est impair , l'équation 

ym— i j^ y^"*" +.ctç. = o est réciproque et de de- 
gré pair; et on en tire uûe équation en z du degré 

m — 1 
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Il snitde-là qu'on peut , dansVétat actuel de TAnaljrse, 
trouver, par la résolution des équations, toutes les ra- 
cines de l'équation y"* — i :=io, lorsque m ne surpasse 
pas 10 ; car Féquation y^"^ — i =o peut se diviser par 
y* — 1 , et réqudtion du huitième degré qui en résulte 
^e ramène au quatrième; mais Téquation j^" — 1=^0 
n'étant divisible que par y— i , conduit aune équation 
réciproque du dixième degré, qui ne peut se ramener 
qu'au cinquième (*'). 

Il est à propos de remarquer que l'on aura toutes les 
racines de Téquationj^'"" — 1=0, les nombres m et » 
étant premiers entre eux,si on connaît celles des équation» 
y"^ — 1 = et ^" — 1=0; car en supposant y"* = x , 
réquation proposée se changera en x" — » 1, = o ; et dési- 
gnant par a Tune quelconque des racines de cette der- 
nière , on aura 

ym — fl = o , 

résultat auquel on donnera la forme f""— • 1 = p, en fai- 

m 

tantz=t Y a. 

M. Gauss, dans un ouvrage très-i'emarquable , inti- 
tulé : Dîsquisitiones Arithmeticœ y a fait voir que toute 
équation à deux termes y dont V exposant est un nombre 
premier , peut être d< d'imposée rationnellement en 
d'autres équations dmt les defrrés ^nt marqués par 
les facteurs premiers du nombre qui précède d'une unité 
ce nombre premier. Ce théorème ramène , par exempte, 
la résolu ti^n de l'équation x"^ — 1 ^z: o à celle de 
quatre équations du deuxième degré , et celle de Fé- 



(*) La coTisiVltTation dos proprîero's dn cercle donne , ponr tons fc» 
deçîrt's, des expressions des rafrincs de l'unitc, qu'on trouvera dsuQA 
won Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral*.. 
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qnatîon x*9 — i :=o, à celle dé deux équations du 
troisième degré et d'uàe du second ; mais pour le dé- 
montrer il faut recourir à des propriétés des nombres, 
que je ne pourrai faire connaître qu'à la iin de cet 
omTage. 

46. Les relations aJz=i,cti=i, ef'=- 1 , qu'on 
ayait dans l'exemple du n° 42 , peuvent être regardées 
comme une seule et unique équation commune aux trois 
couples de racines a et &^ cetd^e etf-, et si, au lieu de 
celle-là, on en avait eu une autre quelconque entre ces 
mêmes racines , l'abaissement se serait effectué par ua 
procédé analogue à celui du numéro cité. 

Soit en effet une équation de degré pair 

€t telle qu'on ait entre deux de ses racines a et i , une 
équation quelconque , commune avec les couples c et 
d, e et y, etc. Si on fait a-j- b z:zz\ et qu'à la place de 
b on substitue sa valeur z^ — a dans l'équation donnée 
entre aetb, on pourra éliminer a de cette dernière , 
au moyen de l'équation 

a*» + P a*"-» + Qd"""^, + U—o, 

etl'équation résultante sera celle qui doit donner z'. En. 
faisant c-f-^ = s'', e-f-y=z'^, etc. il est ais«i de voir 
qû|on doit trouver pour z" ^t? ^ etc. la mcme' équation 
que pour a' , et que par conséquent z ^z'^ ^7^ y etc. sont 
Jes racines de l'équation en z , qui montera au degré n , 
puisqu'il y a 71 couples de racines qui remplissent la con- 
dition donnée. 

Lorsqu'on connaîtra 7I , on aura le deuxième termt 
du facteur du second degré , formé avec les racines % 
et b de la proposée , et qui est 

^.— (a + 6) x-f-ai ou «•— a x + at. 
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puis pour obtenir a b , que je représenterai par q , oa 
divisera l'équation proposée par 'jr* — z x -)-</, et quand 
on sera parvenu au reste y on cgaiera séparément à zéro 
la partie de ce reste qui multiplie x et celle qui en est 
indépendante ; on se procurera ainsi deux équation» qui, 
ne renfermant que la seule inconnue q , doivent néce»- . 
sairement avoir un diviseur commun y dont on tirera la 
valeur de cette inconnue. 

Si le procédé particulier qu'on aurait jugé à propos 
d'employer pour Telimination , avait, en faisant monter 
l'équation finale plus haut que le aegré n , introduit un 
facteur inutile ( Elém, 196 ) , la véritable équation serait 
alors le diviseur commun de l'équation dont on vient 
de parler et de l'équation qu'on obtiendrait en formant 
à priori celle d'où dépendent les sommes a-f-6, a-f-c> etc. 
de deux quelconques des racines de la proposée , parmi 
lesquelles se trouveront nécessairement comprises les 
sommes des couples a et è, c et d, etc. 

4/. On étendra facilement ce qui vient d'être dit pour 
le cas des racines de l'équation, combinées par couples, 
à celui où elles seraient combinées trois à trois , dans ua 
ordre particulier. Si l'équation proposée était du degré 
3 71 , et qu'on eût , par exemple , une relation quelconque 
entre les trois racines a, & etc, qui subsistât aussi entre 
J, e etf, et ainsi de suite , on ferait a-f-i -f" c=z, et 
n.%ttant pour c sa valeur z — a — b dans l'équation qui 
exprime la relation donnée , on éliminerait ensuite aet (. 
au moyen des équations. 

a3« ^p ^3«-i ^ Q ^3/1-. ^ r/=o, 

b^n ^ p ^3«-i ^ Q i3«-» ,^ U— o ^ 

lésultantes de la substitution de a et de & au lieu de x 
dans la proposée : l'équation finale en z contiendrait 
toutes les valeurs des sommes a+i-|-c , cZ-f-e-^^, etc. 
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doDt le nombre est n. Considérant, ensuite le facteur 
x^ — (a-f-6-(-c)j[:*+ (aè+ûc-f-Âc) x — al)c, formé. 
par les trois racines a, by c, et mettant z au lieu d© 
a+A+c, q au lieu de afr + ac + Ac,et r pouraèc, 
il viendrait 

ce facteur devrait diviser exactement la proposée si q et 
r étaient connus. En égalant donc à zéro le reste qu'il 
laisse lorsqu'on l'emploie dans l'état actuel, et qui ren- 
ferme trois parties , dont la première est affectée de x* , 
la seconde de x , et la troisième est sans x , on aurait 
entre les deux inconnues q ttr trois équations ; et par 
l'élimination on parviendrait à deux équations finales 
entre la même inconnue r : le diviseur commun de ces 
équations donnerait r. 

Il y aurait beaucoup de remarques importantes à faire 
sur cette partie de la théorie des équations \ mais je na 
puis m'arréter ici. J'observerai seulement que l'abais- 
jement a lieu, en général, lorsqu'on obtient entre 
les inconnues d'un problème possible,- plus d'équa- 
tions qu'il ne renferme d'inconnues , ce à quoi Ton par-^ 
vient souvent .en considérant le problème proposé sous 
plusieurs faces \ on trouve alors entre une même inconnue 
deux équations finales , qui , devant s'accorder entre elles, 
ont Un diviseur commun duquel on tire la solution la 
plus simple dont le problême proposé soit susceptible. 

48: Toute équation qui peut se décomposer en deux 
facteurs , s'abaisse nécessairement par ce moyen ; il 
est donc utile de savoir reconnaître quand cette dé- 
composition peut s'effectuer. Le procédé indiqué dans 
le numéro aïo des ElémenSy et déjà rappelé plus hant , 
suffit pour obtenir l'équation finale de laquelle doit 
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dépendre la décomposition d'une autre en deux factenn 
de degrés donnés , mais je vais revenir sur cette recher- 
che , par Une méthode plus simple , fondée sur les 
considérations du numéro i83 des ElémenS. 

Soient a, fi, y, les trois racines de Téquation 

elle sera nécessairement le produit des facteurs x — et , 
a? — fi, et X — y. Si on la décompose en deux facteuri 
a:* -f- -^x + -ô et X + -^' > il est évident que le premier 
doit comprendre deux quelconques des facteurs rappor-^ 
tés ci-dessus , et que x -f- -^' , est identique avec celui qui 
reste. Mais on peut combiner les facteurs x — a , x — ^ , 
X — y deux à deux de trois manières différentes : ainsi 
l'équation proposée pourra subir trois décompositions 
distinctes; et comme rien n'indique celle qu'on cherche 
en particulier, elles doivent se trouver comprises toutes 
dans le résultat qu'on obtiendra. 

Si on multiplie l'un par l'être les facteurs x*-)-^x+-i? 
et X -f- -^' > et que l'on compare le produit à la proposée , 
ontrouvera, pour déterminer les coeBiciens A, B et J!^ 
les équations 

A+jf=PyB+AA'=:iq etA'BzzzR. 

Quelles que soient parmi les inconnues A,A^ et B yle^ 
deux qu'on élimine , on arrivera à une équation finals 
du troisième degré. 

Cette dernière peut aussi s'obtenir à priori ; car si c'est 
A^ qu'on cherche , la question revient à trouver l'une des 
racines de la proposée , puisque x+^'=:o donné 
x=i — A' ; on doit donc rencontrer pour équation finale 
celle qu'on obtiendrait en changeant x en A' dans la 
proposée ; si c'est A qu'on cherche , ce coefficient , dé- 
pendant 
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]^endant de la somme de (deux quelconques des racines 
de la proposée, a nécessairement trois valeurs , qui sont 

— (*+^), ■—(* + >)> — (^4->)> et par consé- 
quent il est égala — zdans Féquation dunuméro 7. Pour 
parvenir à Téquation en 5 , il faut observer que B est 
le produit de deux quçlçonqUea des racines de la pro- 
posée, et qu'ainsi B a trois valeurs, savoir : <ît/3, ety, S>y\ 
multipliant donc entre euJC les trois facteurs B — etfi^ 
B — Ay yB — fiyy et chassant les lettres ût , iS , 5^, on 
aura Féquation demandée.. De quelque manière qu'on 
opère, on n'obtient dans ce cas qu'une équation du 
troisième degré , aussi difficile à résoudre que la pro- 
posée. 

49. Soit maintenant l'équation du quatrième degré 

ayant pour racines «t, i8 , ^ et / -, lai décomposer en deux 
facteurs x* + Ax + -Ô et x* •+• A'x + B\ c'est com- 
biner deux quelconques des quatre facteurs x -»- et , 
X — i3 , X — ^^ , X — tr , ce qui peut se faire de six ma- 
nières différentes. Aussi , en cherchant à déterminer par 
la comparaison du produit des facteurs x** -f- Ax -f- B 
et X* -j- A'x 4- B\ avec la proposée, les coefficiens A, 
B , A' et B\ trouve-t-on, après rèliminatioo de trois 
quelconques d'entre eux, que l'équation £nale d'où dé- 
pend le quatrième est du sixième degré. 

En effet, le produit 

x4+(^-f-^')a:3 -f-'(y? -f ^^' -}-/?') X* 
J^{^AB-^AÏÏ^x + BB\ 

comparé ternie à terme avec 

a, G 
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donne le* équations 

A + A' = P, 

[A'B +AB' = R, 
BB" z=S. 

On tire de la seconde et de la troisième 

^ -r:^ ' 

^ Â^ZÂ' • 

Mais la première donnant A''= P — A y on aura 
j,_ A(,Q-Ai,P-A))^R 

R-(^P-A)(,Q-A{P-A)) ^ 
^— s^A—P ' 

et substituant ces valeurs dans la quatrième , on obtien- 
dra , après les réductions , 

A^—'6PA^'^{'5P^ + iiQ)A^—P{P'+^Q)A^\ 

+ pqR—P^S—R^=Q S - 

Cette équation pourrait aussi se déduire immédiatement 
de la formation des coefRciens ^, A\ B , .^, au moyen 
des racines de la proposée, 

A, par exemple , étant la somme de deux quelconques 
des racines «t, jS, ^, «T, a les six valeurs suivantes: 

— (^ + ^), -(* + >), -(* + <r). 
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^ en a pareillement six, qui sont 

ct/3, ety, ctcT, 
&y, ^<f, y^; 

et les équations qui doivent donner A et B se formeront 
comme il a été indiqué dans le numéro 7. Il est facile de 
voir que les équations en A^ et B^ seraient semblables 
aux équations en A et B, 

Au reste ^ quand ^ etB sont connus , on a . 

Il est remarquable que la supposition de P:=o fait 
disparaître tous les termes affectés des puissances im- 
paires de A y dans l'équation (iî), qur par-là devient 
résoluble à la manière de celles du troisième degré. Les 
commençans verront sans doute avec plaisir la cause de 
cette simplification. 

L'équation proposée ae réduisant alors à 

ou étant sans second terme ^ il faut que la soi(ame de 
ses racines, tant positives que négatives, soit nulle ; 
c'est-à-dire, que la somme des unes soit égale à celle 
des^autres, abstraction faite du signe; on aura donc 

d*où on voit que 

.t + >=-(^ + <r), . 

et cjuê par conséquent , dsuu cette hypothèse , trois des 
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valeurs de A sont respectivement égales aux trois autres 
prises avec un signe contraire. Il.faut donc que l'équa* ' 
tion en A soit de la forme 

A^ + J^* + àA^ +/= o (^Elém. 208). 

5o. Sans supposer /'^ro dans l'équation (ii), il^uiEt 
cl'en faire disparaître le second terme; tous ceux de 
degré impair disparaîtront en même temps ^ ce qui la 
rendra encore résoluble à la manière du troisième degré. 

En effet le coefficient du second terme de cette équa- 
tion étant la somme des Valeurs d6 A prises avec un 
signe contraire , sera , d'après ce qui précède ^ égal à 

(3fl6-|.3iS + 3> + 3J) ouà— 3P, 

et pcNu* fairis disparaître le second terme , on fera 

Air=zA" ^^ {Elém, aog) , 

mm 

P 

a 

mettant pour P sa valeur, et substituant successivement 
chacune de étefllèô qte doit aVôîr A , où trouvera ces 
résultats : 

— (« + 3'} + = ^(a) 

-. (^ + ,,) + l±l±Z±i = fH^^ (5) 

-Cfi+f)+t±J±y±I^^±2zzhzî(^^ 

a 2 
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parmi lesquels ceux (qui sout suivis des pi^iDjes chiiTref 
ne diffèrent que par le signe. he$ six valeurs de ^" seront 
donc deux à deux égales et de signes contraires, et par 
conséquent l'équation en A'^ ne renfermera aucune puis- 
•ance impaire de cette inconnue. 

L*équation qui donnerai! B «er^it , dans toutes les 
hypothèses , du sixième degré et complète. 

On voit par ce qui précède que Téquation du 4' degr« 
peut toujours s'abaisser à une du second , au moyen de 
la résolution d'une du troisième. Les coefficiens dea fac- 
teurs x'' + j4x + Betx^ + A'x -f & , étant détermi- 
nés, la résolution de ces facteurs, Considérés comme 
«quatione du secoiM} dçgré > doAnçrA 1^9 riuciues d« la 
proposée : voiU4oncune oiéthode propre i résoiidr^ 1#» 
équations du quatrième degré , et p'e$t e^ effejt celle qua 
Descartes adonnée ; mais elle est particulière à ce degré. 
Son succès tient aux circonstances que nous venons de 
faire comi^tre d'après Lia^9Jige > et cpii n'ont lieu que 
dans le quatrième degré. Les considérations indiquèiBs 
dans le n° 184 des Elémens , combinées av£ç atWe 4u 
n® 7 et des précédens , font voir qu'çlU ne peut 9'appU- 
quer aux degrés plus élevés. 

5i. Ce qui précède ramène encore à la possibi- 
lité de décomposer tpute équation du quatrième degré 
dont les coefficiens sont réels , en deux facteurs réels 
du second , mais par un chemin qui présente quelques 
circonstances remarquables. Je suppose, pour simplifier 
les calculs , qu'on ait fait dispaj£Ûtre le second terme de 
cette équation; l'équation (/î) devenant 

^6 + 2 Q^^-f (Q* — 45) ji^ — R^ = o CR') , 

8on dernier terme sera essentiellement négatif ; elle smiA 
donc deux racines réelles , l'une positive et l'autre néga-* 

3 
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tive (^Elém. fii4)- L'expression de B , trouvée dans le 
numéro précédent, réduite à 

^- ^ ' 

donnera nécessairement une valeur réelle pour 5, et lea 
équations 

A' = P'--A ou A'= — A, et B' = % 

JlS 

en donneront aussi de réelles pour A' et B' \ ainsi les 
facteurs supposés seront réels. 

Il y a cependant un cas particulier où on ne pourrait 
les déterminer par les formules ci-dessus. Ce cas répond 
à jR = o ; on a alors 

■ ^ = o et i5 = J, 

expression indéterminée ( Elém. 69 ). L'expression 
générale de B se trouve en défaut dans ce cas, p^ce 
qu'à une même valeur de A y il en correspond deu>l 
de B (^Elém. 191 )• En effet , si Ton reprend les quatre 
équations primitives, entre les inconnues A, A' y B etB\ 
on les réduit à 

A' = o, B + B' = Q, BB':=iS, 

à cause de ^ = o , de P = o et de /? = o ; en sorte 
que B et 5'sontles racines de l'équation du second degré 

B^—QB + Sz=io, 

et que les facteurs sont par conséquent 

x^+B, ^ x^ + B', 
ou 
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on les déduirait de même de la proposée , qui devient 

Ces facteurs seront imaginaires si S, étant positive, 
surpasse -j Q* ; mais ils conduisent à d*autres facteur3 
réels. En faisant, pour abréger, 

et résolvant ensuite les équations 

on aura les quatre facteurs du premier degré 

+ 1/^— û_i r/ZIT l X .+ V^— ç-f-i . \/—] 



<t 



x — ^—a—h |/_i Va7— V^-— a+ôV- 



dont le produit forme la proposée. Si maintenant on 
multiplie entre eux ceux de la première ligne, puis ceux 
de la seconde , on aura deux nouveaux facteurs du se- 
cond degré. 



+ i/^+b^ S 

qui , d'après le n** ao , reviennent à 

x^ + xV^-^QQ+Q \/a!'+b*+ V^a* + A% ' 
cc^ — x i^^aa + 2 \/a^ + b'' + V o!" + b\ 
«t sont par conséquent réels. , 

On voit par-là que les facteurs du second degré trou*- 
yés en premier lieu, n'étaient imaginaires que par Feffet 
d*une combinaison particulière des facteurs du premier. 

4 
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De t évanouissement des radicaux; de la manière dm 
former une ecjuaiion lorsqu'on a l* expression de sa 
î'acine, 

5î?. Ontre les moyens analogues à celui dont on s'est 
servi dans'le n° 186 des Èlémens , pour faire évanouir 
les radicaux, il en existe un autre qu'il est bon de con- 
naître, et qui consiste à former en même temps toutes 
les racines de Téquation d*oii doit dépendre la quantité 
proposée. 

Pour prendre d'abord l'exemple le plus simple , soit 
ar = V^ -^ ; il est évident que puisqu'un radical quarrç 
peut être affecté indifféremment du signe + 011 du signe 

— , on doit regai^der x-=: — . V^^ comme la seconde 
racine de l'équation d'où dépend la première* Multi- 
pliant les deux facteurs x— ^-V^J/, a-j- y A ^ l'u» 
par l'autre, et égalant le produit à zéro, on trouvera 

or* — A-^, o, 

pourréquationrationnelle àlaquelle appartientx= yA^ 

3 _ 

Si on avait .r=: V^ ^ , on mettrait successivement dans 

cette équation les trois racines cubiques de la quantité 
A ( Élém, 169 ) , et faisant pour abréger 

il viendrait 

» _^ a I 
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ce qui donnerait le« facteurs 

3 3 3 

dont le produit serait 

3 y s 

3 r 3 V 

s \ 3 

•Mais puisque 1 ^ « et jS^ so^it les trois facines de Téquâ- 
tion jf^ — 1 =3 Oy qui èt'a ni seco^ , ni troisième tenrie, 
il s'ensuit que 



et que par conséquent le produit ci^esgus se réduit à 

., ..-^ — A;^ç,, 
comme on devait sj attendre. 

&3. Je passe maintenant à l'expression 

I 
■ I ' 

Pour obtenir toutes les racines de l'équation de laquelle 

3 S 

doit dépendre la quantité V^ ^-f-^^^, il faut combiner 
de toutes les manières possibles les diverses expressions 
dont sont susceptibles les racines cubiques de A et di^ S^ 
On formera ainsi neuf valeurs de x ^ dont on tirera le& 
facteurs suivant : 



lo5 COMPLÉMEWr 

r 

3_^ 3 S_ 3 S _ ■ S ^ 



x—A \/A—dL \/b, x-<e {/j—fi \/B, X— iS \/Zi—A yl 

•j « 1 ^ 3 3 

x-h3V^3?— iSy/'F^i— isj/^— j/^fi.x— \/3Î-h8 V^ 

I 

fii on multiplie ces'facteuTs entrp eux, on parviendra à 
un produit qui ne Renfermera que des^fonctions S3rm^ 
triques des quantités a et jS. Ces fonctions s'obtiendront 
en cherchant par les formules du n*î 1 5 , les sommes 
1 -|- «6*+iS* I 1 +A^ + iS^ des puissances des^ racines de 
réquationy'' — i ~r o *, mais cef calcul peut 's'effectuer 
4'une manière plu^ simple , en fai9aDt 4 chMp^ë mutti{^ 
cation partielle les réductions qui s^ présentent en vertu 
des équations i -f-flt + |S=o, «t+i^ + ^i^^o, «ejS=i , 
rapportées plus haut, et en observant que ** = i3 et 
■'lS*=:a : Topétation étant finie, îl ne restera aucun 
terme irrationnel. 

54. Il est facile de voir que le procédé indiqué ci- 
dessus n'est autre chose que Télirtiination effectuée par 
un moyen analogue à celui du n* g. En effet , ayant 
posé les équations àdeux termes 1? — A -=.0^ u'— .^=0, 
d'où il résulté x— ^-*— u=o, si on substitue dans cette 
dernière ^ au lieu de u et de t , toutes les valeurs que 
peuvent avoir ce^qnçonnues j, et qu'on multiplie entrr ' 
eux les résultats , ils seront des fonctions! sjmétriqujes 
des racines des équations (* — yf = oiv? — ^ = o , et 
pourront par conséquent s'exprimer d'une manière ra- 
tionnelle. 

£n commençant par éliminer t , ce qui se fera en mul-^ 
. tipUant entre eUôfi les trois quantités 
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qui résultent de la substitution des trois racines de 
réquation^^ — A-=.o , dansa: — t — m=:o, il viendra 

3 V 3 

3 1 3 

résidtat qui se réduira à 

(a? — u )^— ^=0. 

Mettant ensuite , au lieu de u ^ ses trois yaleuiis 

3 33 

il vi«ndra 

3 3 * s 

développant ces quantités , et faisant leur produit avec 
l'attention de réduire toujours les fonctions de et et défi, 
d'après les relations établies dans le n^ précédent , ou 
retombera encore sur le même résultat. 

. Je ne jrapporte point ici le calcul qui serait asses 
long , et je n'ai un peu insisté sur la méthode que parce 
qu'elle a l'avantage de faire voir à priori à quel degré 
doit monter l'équation rationnelle dont on a la racine. 

J'observerai que l'exemple ci-dessus peut encore être 
traité d'une manière beaucoup plus simple , ainsi qu'on 
l'a fait n^ ao ; car si on élève au cube les deux membres 

3 3 

de l'équation ir=:V^-<^+ {/ B ^on aura 

3 3 
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transposant dans le premier membre les termes Ae\.B^ 
il viendra 

3 3 

j?'^A — B='5\/ A^'B+'i \/AB*', 
mais 

s 3 s 5 3 s 

V1Fb+ \/ AB"^ \/AB{}/ A + V^ -X y/AB ; 

3 

donc o^—A—B=Zx\/AB\ 

cubant les deux membres de cette équation ^ on aura 
(^x:^^A^B^^-:z.^'jAB3?^ 

résultat rationnel facile à développer. 

55. On peut, par ce qui f)récède, trouver le £ictenr 
par lequel une fonction irrationnelle proposée étant 
multipliée, il en résulte un produit délivré de radicaux. 
En effet, si on forme toutes les , racines de l'équation 
d'où dépend l'expression irrationnelle proposée , leur 
produit, abstraction faite de son ^igne , étant égal au 
dernier terme de cette équation , sera rationnel, et pair 
conséquent le produit de toutes celles qui sont diffé- 
rentes de la proposée donnera le facteur demandé. % 

3 3 

Ayant, par exemple, xr= y/ ^4- y/ B\ si on fait Je 
produit des Luit autres valeurs de a*, ce produit sera te), 

3 s 

qu'étant multiplié par V^ -^+ v/ jff , il en résultera une 
quantité rationnelle égale au dernier termç de l'équation 
finale en x^ pris avec un signe contraire. 

5S. Euler ayant remarqué que dans les équations du 
deuxième et du troisième degré , sans second terme , les 



'■m 
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3 3 



racines étaient de la formex = ^ A , x= ^ A-^ |/ B^ 
conjectura que celles des équations du quatrième et du 
cinquième degré pourraient être représentées par 

4 4 4 5 5. 5_5 

ar=?V A+ i/B+ \/C\ x= V^.A+ \/B+ \/ C \ \/D, 

«t qu'en général la racine de l'équation du degré n serait 
de la forme 

n H n n n 

xz= \/ A+ y B + y C+\/ D + \/ £+ , 

Je nombre des radicaux étant n — 1. 

Après avoir mis ainsi en évidence dans chaque degré 
les radicaux de ce degré, il pensa que les quantités 
A^By CyDy etc. ne pofUvaient renfermer que des radi- 
caux d'un degré inférieur ; et ne dépendraient par con- 
séquent que d'équations d'un degré inférieur à la pro- 
posée : mais une observation plus attentive de la form^ 
des raciaes des équations du troisième et du quatrième 
.degré, et la difficulté qu'il éprouva à former l'équation 
du cinquième , d'après la racine qu'il lui supposait , le 
déterminèrent à modifier la forme de cette racine. Il 
prit la loi suivante : 

a 

a» degré x-=.A y^u 

3 s 

3' x—A\/u+Byu'' 

4 4 -4 

4' x^Ay^u+By/u'+cy/l? 

5 M s 5 5 

5' x=A yZ-^B {/ u' + C)/ u^ + D y^^ 

«t en général 

n n n n ____ n ^^^^ 



[ . 
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les quantités -^, B, C, D.,. Met u, étant indéter^ 

minées. 

Les formules ci-dessus contiennent implicitement 
toutes les racines de l'équation dont elles dépendent. 
Pourle troisième degré , par «xemple ^ la racine cubique 
de u ayant trois expressions , savoir : 1 

s _ 3 _ 3 _ 

yu y et yu , jS yu , 

son quarré en aura pareillement trois , qui seront 

3 3 s 

et on en formera les trois racines en combinant chacune 
de ces valeurs avec sa correspondante , ainsi qu'il suit : 

s_ s 3_ 3 3 



Rien n'est plus facile maintenant (7 et i5), que de 
former l'équation d'où dérivent les racines ci*dessus ^ 
et on trouvera 

a:'— -3 ABux-^jPu — B^ u"=o. 

En comparant cette résultante avec 

il vient 

p=—5ABu, q = '^A^u—B^uK 

Comme il y a dans ces deux équations trois indéter- 
minées y A ,B etu, on peut s'en donner une à volonté. 

Euler a fait A= 1 , cequi doime B =-^^. Substituant 

ou 



DES £L£M£NS D'ALGEBRE. 111 

dan5 Texpresûon de q^çn obtient 



et par conséquent 









d'où u=^iqàl\/i:^p'+iq\ 

De q=^'^ jPu — ^^ u* , on tire 

1 

donc enfin 

3 ^ , 



Ces expressions donnent pour x la valeur du n® i6. .^ 
Au lieu de former Téquation 

à priori y comme je l'ai indiqué ci -dessus, Euler^ 
qui connoissait d'avance le résultat auquel il devait pas? 
venir, se sert d'un moyen qui peut être commode dan» 
beaucoup d'occasions , pour reconnaître si une expres- 
sion proposée est la racine d'une équation donnée. Il 
sustitue dans l'équation a;^ + px4-^=o> ^^ li^u de 
ae et de a:^, les valeurs 
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ce qui donne 

3 3 

ji^u +ZA^Bu i/u +ZJB^u v/w* + ^^ ï^* ^ = o. 

* 3 8 

+ pj\/û+ pBx/u'+q 

3 3 

Pour que la valeur ^ V/u+^ V^u* convienne à toui 
les cas de l'équation a:^-f-px + <7=o , il faut que 

3 

l'équation ci-dessus puisse avoir lieu, quand même yu 

3 

et V/u* seraient des quantités irrationnelles différentes. 
H suit de-là que les termes rationnels doivent se détruire 
à part, ainsi que les termes irrationnels : on doit donc 
avoir séparément 

jPu+B^u^'+q^zo , '5A^Bu+pA=o, ZAB^u+pB=o\ 

m 

les deux dernières équations ne sont autres que 

Z ABu-^pzzzo^ multiplié d*abord par A , et ensuite 
par B. Ce procédé conduit , comme on voit ,, au même 
résultat que le précédent. 

67. Je ne suivrai point Euler dans les détails de 
l'application de sa méthode au quatrième degré ; je 
me bornerai à donner Texp^ession des racines dan» 
ce cas , et pour cela , je ferai observer que les racine» 
de Téquation y^ — 1=0 sont • . 

en multipliant par ces valeurs la quantité \/u , on aura 
les quatre expressions dont elle est susceptible ; formant 
ensuite leur quarré et leur cube , on trouvera les diverses 

expressions 
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4 4 _ 

Hxpressions de V^u^ et de ^ ù^ ^ et cotnbin^t ensemble 
les résultats jEburnis par une même valeur dcïj'» oniittra 

4 4 4 

«ris ^^/M+j^j/ï^-f-Cv/I? 

^ ^ 4_ 4^ _ 4_ 

L* équation dont on vient de former les racines étant pb-^ 
4^Mie, onla comparera à s^^p a^-f"7^'4"''— o; ftt 
eomme oii n'aura entore 4iie irtis équations^ on pourra 
prendre atbitrairehient Tune des quatre indéterminées 
A , B ^ C^u, Euler fait ici ^ rz=i , :€t parvient, par ce 
tnoyen à une équation du troisième degré en u; mais s*il 
eût fait u'=zi, et qu'il eût voulu déterminer B , il serait 
tombé sur une dit sixième , et sur une du vingt-quatxième> 
•*il avait cherché Jioad 

58. Euler passe ensuite à ta formation de Téquatio^ 
du cinquième degié. Les calculs qu'il est obligé d'eiFec-^ 
tuer dans cette recherche sont beaucoup trop longs pour 
trouver plaûe -ici ; eepèndant sa liiarcAie est trop élégante 
povr n'en pas donner une idée; 

^n désignant pat A^'fi\y9tS', les quatre racines de 
Téquation^**— i=cl9 auttés que l'unité^ les cinq ex-^ 

j ^ ..... . 

pressions de V^u seront 

5 5 6 . - $ . tS 

Vu, « k^, j8v/û, y{/Z, S'X/Z; 

•t formant leurs puissances , on trouvera que les racines 
»< H 



/ 
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de r équation du cinquième degré sont 

« 5 '5 s 

5 _ 5 5_^ 5 

5 _ 5 5 5 

5 $ .a 5 ^ 

Il aérait très-long de former par la multiplication 

réquation résultante de ces cinq racines ; mais on aura 
(8) ces valeurs 



etc. 






Si donc on fait successivement la somme des cinq 
valeurs de x , celles de leurs secondes , troisièmes , 
quatrièmes et cinquièmes puissances^ on en déduira/ lea 
coeificiensP, Q, iR, et IT, de T équation 

a^ + Px^+Qcc^-^Rx* + Sx+Tz=o, 
qui renferme ces valeurs. : 



I • 



£n prenant d'abord la somme des premières pui»* 
sances , on a 
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5. = ^(i+« +/S ^y +J )V^u 

I 

5 
+ ^ ( 1 + tt» + ^^_^+ >^ + J* ) \/u^ 

5 
5 

expression qui se réduit à zéro ( 1 5 ) , ce qui fait voit 
que l'équation cherchée ne doit pas avoir de second 
termev 

On trouverait de même que Sa, S3, etc. contiennent 
les sommes des puissances des racines i^ctyfi^y^etS', 
déterminées dans le n° iS. 

69. Pour trouver, d'après U procédé indiqué dans le 
n* 54, Téquation dont la racine est 

un il ■ ' n ' n _ 

on fera y^uzzy ^ et On alirà à élingiiner jy entre les deux 
«quations 

jc = ^j^ 4- jBy + cy + z>y .V. +ifer^%-'. - i . 

L'équation finale ne montera qu'au degré n , et n'aura 
point de second terme ; en la Comparant terme''à ternie 
- avec la formule générale 

•n obtiendra un nombre n — 1 d'équations ; et comme 
il y entrera n indéterminée», A, B, C,etc, u, on 
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pourra se donner une de ces indéterminées à volonté. 91 
on fait, par exemple, u=i , on tombe sur les devai 
équations auxiliaires 

employées paï* Bezout dansk méthode qu'il a ptoposé« 
pour résoudre les équations, et qui revient, ainsi quoiï 
le Voit , À celle 'd'E'uliér . 

Go. Pour former , par Tune du par l'autre des méthodes 
exposées ci-dessus, r équation dont on a la racine, on ne 
' reqcoptre d*autrç diificulté que la lon^gueur des calculs; 
mais lorsqu'on cherche à déterminer les quantités 
A^ D ^ C . . . u , par la comparaison du résultat avec 
réitération génétôle du degré n , on tortibie dans une 
équation finale, ou^ime 'réduite , ddtit le degfé stirpassfl 
de beaucoup celui de la première* 



Il faudrait examiner si cette équation finale ne con«« 
tient pas des racines inutiles à la question , ou si elle ne 
pëiit pas s'abaisser. Lagrangeet Vanderniondê , par de» 
moyens assez différens , se sont occupés de cette re- 
cherche , et ont trouvé qu'on ne pouvait abaisser qu'au 
dixième degré' la rédiiitè du cinquième^ 

^ C'est une question qui n'est pas ©ncofe résèlUe, que de 
.^ fiayoiç,s';l est possible ou; nOn- d'exprimer la^ajcinte d'une 
équation par une fonction composée d'iïQnonxbré limité 
d'expressions radicales d'un degré égal ou inférieur à 
celui de la proposée. Si ràllirmâtive était prc&lvée , il ré- 
sulterait des réflexions que Condorcet a faites sur cette 
maiîérè dans le ïiMiery^es Mémoires de '^jturîn, que l'on 
'ikl'est arrêté tlas^ la résdtitîon générale des équations quii 
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par la longueur ^63 çalçuU à elFectvçr. Eu çffet ; si k 
racine de Féqu^tion du ^egr^ > avait la iojrme 



n 



xz^\^A+ \/ B:\- V/ C. 



il pourrait arriver que l'équation qui doit donner À\ 
«'élevât au-dessus du degré n , p^c^ que 1^ viâ|ietir (te 
cette quantité gérait comprise dans celle d'une fonctiçn 
susceptil^le de plus de n, formes différentes, par Te» 
diverses combinaisons des radicaux d'un degré inférieur 
a n qui s y trouveraient contenus, qi ^ d^s ce c^y ^p.oii*« 

vait être , par exemple , de la forme 

■ » ■ ■ 

n n , .f 

. yA'^VW. 

et que jf fut une quantité sarip Radicaux , 9U s'en cour- 
tenant au plus qu'un du second degré > TéquatioA ^xxJi. 
serait nécessairement réductible au premier ou aii.aççoo/^' 
degjré ; et un tel abaissement eer^t facile à T^jpCf^- 
naître. Si A^ n'avait pas cette forme , mais qu'il 
y entrât encore des radicaux d'un degré n", en les 
mettant pn évidence et raisonnant comme tout^à-I'heiirej * 
on prouverait la possibilité de parvenir à une éqiiatiQn 
du premier ou du second degré , p^r rapport à Tunç des 
quantités contenues sous ces dèrnje^s radfcaux. Il: est 
facile de pousser ces considérations aussi loin qu'on 
voudra, et de s'assurer , par leur moyfen , qi;e si l'expre^ 
flion de la racine d'une équation quelconque est compo- 
sée d'un nombre limité de radicaux, tant ajoutés ens^ni- 
ble que posés les uns sur les autres, il faudra nécessai- 
rement qu'en les faisant disparaître successivement , et 
par une méthode qui n^introduise pas de facteurs inu- 
tiles, on parvienne, par rapport à la quantité rationnelle 
qui se trouve placée sous le dernier radical , à une équa» 
tion du premier degré. 

3 
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C*est la fécondité même de T Algèbre qui augmente* la 
difficulté de ces recherches. L'équation finale ou la 
réduite qu'on obtient, renferme toutes les valeurs dont 
les quantités A ^ B y C, etc. sont susceptibles; Texpres- 
sipn de l'une quelconque des racines de l'équation pro- 
posée y par des combinaisons convenables deç diverses 
valeurs des lettres-^, ^, C, etc. devient successivement 
celle de toutes les autres racines-, et enfin l'on résout 
souvent en même temps plusieurs équations différente* 
de la proposée , ainsi qu'on l'a vu pour les équations du 
troisième degré , dans le n® iS. 

6 1 . Il est visible que lorsqu'on prend une expressioa 
radicale qui ne contient pas autant d'indéterminées que 
l'équation générale du degré auquel elle se rapporte 
renferme de coefficiens , l'évanouissement des radicaux 
'ne conduit qu'à une équation particulière : je vais en 
donner un exemple. 

Si Ton suppose seulement 

« _ n _ 

■'-" . x= y^ A+\/ n , 

les pfuissancés de cette expression pourront être miseï 
sous la fornie 

» n n . n 

\/a+\/b =\/a+\/1S 

m 
„ * • ■ I • » ' 

n ' n n n n 

( V"^-\- v/^)'= Ç^'Â^-^ ^'B^-^Zi/lBi. [/~J+ C^JÏ) 

n ^_^ n n n n n n ",— 

( y/^-f i/^y = y{^'+ v'ii^-i-s V~^K \/^*+ v^^^^ 

-,. i n n Il 
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et si de ces équations on tire successivement les valeurs 



n 



Ae \/ A*'\-\/'B'' y \/'j}'\'\/ B^ y etc. au moyen des 
puissances de ( v/-^+ V^^) ®t ^^ V -^^ y ^ viendra, en 

n n 

mettant x au lieu de ^ A^ V^i exb ^ lieu de AB , 

» » 

\/A+\/B=x 

\/j[^+\/B^=o[?^Zx\/b 

s n n » 

V/ u€^+ v/^5=x5— 5jc3 \/b+Sxy/ b* . 

Une induction semblable à celle qu'on a indiquée dans 
le n® 44> ^^^^ voir que 

Posant maintenant m= net^-f"J7=a, on aura , à 

a n 

cause de \/ A^ + \/B^ :=A'j^By cette équation : 

:^_2 x»-»t/g I "C»-^x*-^t/g«_»C"-^"C"=:§)-x"7°V^F^ 

i 1 . a ' 1 . a . 3 
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^àîA YvAé dé 968 racines est 

En la éotnp^ant avec les équations générales des 3« > 
4'> 5'^ etc. degrés^ on réconnsntra quelles sont lés équar 
fions de ces divers degrés ayant |ihe racine de la forme 

l^ Quand nx^S^ on a 

s 
îlvient p==-^3|/5, Çïs: — a^ 

d'où içs: — ^p^l 

fBt conune on )» fait 

jietB défont les racines de réquation , . 

ce qui rentre dans les solutions du troisième degré , 
données n**. 16 et 56, 

â\ Quand n =4:1 on a 

ce* 4- p ar» + <7 i? + r = o , 

x^^4x^ yb+^y é'^—a^o, 
If^a. comparaison de ces deux formules donne 

pc=~4\/*> <5f=:o/ f=aV^6^-a 
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ti*équation 9 = est la condition qui restreint l'équ^-^ 
tien proposée; et lorsqu'elle a lieu , on trouve 

l'équation du quatrième degré qu'on résout pa^ cesfor-* 
mules ^ est 

« S*". Quand n= 5 > on a 

5 5 

d'où l'on déduit 

5 5 ^^ 

On retrouve dans ce degré la condition 9=0 , déjà 
^igée pour le précédent ; et les équations 

5 S 

pris — 5v/î, r=;3 5 V^^ 

donnent de plus , par l'élimination de 6 ^ cette relation 
entre p et r : p»s=5r. 

(«orsqu'elle a lieu il en résulte 

ft=— 55 P^ a = — <s, 

tt l'équation résolue est ^ 

x^ + p x'^- 7 p* X + j =0. 

Je ne pousserai pas plus loin cet ezamea ; mais je 
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ferai remarquer , i°, que les quantités A tX B étant 
données par une équation de la forme 

-<^*— a ^ + i = o , 

la racine de l'équation proposée sera 



résultat auquel on peut appliquer les réflexions du n* 19,' 
et qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
lieu dans les équations des degrés supérieurs au troisièmes 

n % 

2*. Que l'expression k^3/ + \/ B donne en même 
temps toutes les racines de l'équation correspondante, 
lorsque l'on combine deux à deux les n valeurs 

dont est susceptible chacune des quantités yAet y B , 

n 

de manière que leur produit se réduise à ^ AB \ c'est-à- 

dire que si l'on prend tt ^"Â et iS ^/^, on ait * l3=i , 
Avec cette attention, on trouve (x5) que le» n valeuri 
de oc sont 

a:=<* \/ A+A""-' \/ B 
xz^izcex/A-^aP-^X/B 
x-=idi?\/A + ct'"'^ \/B 



X = or-' {/A+cL^/BCy 



(* ) Lorsque les c'quations particulières que je considère îci 
tombons dans k cas inéductible, elle9 ont tgutcs leurs racines r^ellet 
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6a. Lés réflexions précédentes doivent faire sentir la 

nature des difEcultés que présente le problême de la 
résolution algébrique des équations ; et en les résumant, 
il est facile d'en conclure qu'il est encore douteux que Ton 
puisse exprimer par un nombre limité d^opérations algé- 
briques , c'est-à-dire, d'additions , de soustractions, de 
multiplications, de divisions, et d'extractions de racines, 
généralement indiquées, les racines d'une équation quel- 
conque , au moyen de ses coefficiens. Dès le troisième 
degré même , pour lequel on a trouvé des formules géné- 
rales , ces formules deviennent illusoires dans le cas irré- 
ductible ; et la même circonstance, qui doit à plus forte 
j*aison avoir lieu dans les degrés plus élevés , suffirait 
pour rendre inutiles les formules des racines relative^ 
aux équations de ces degrés quand elles seraient connues, 
a On peut assurer d'avance , dit Lagrange , que quand 
yt même on parviendrait à résoudre généralement le 
yi cinquième degré et les suivans, on n'aurait par-là que 
n des formules algébriques , précieuses en elles-mêmes^^ 
D mais très-peu utilespourla résolution effective et numé- 
T) rique des équations des mêmes degrés , et qui paç 
îî conséquent ne dispenseraient pas d'avoir recours auj; 
» méthodes arithmétiques 51 (*) < 

C'est d'après ces motifs d'un aussi grand poids, que 
j'ai cru ne devoir donner dans les Elemens d'Algèbre 
que la résolution numérique des équations, qui a est, à 

/ ■ ■ ■ i | , ■ ■. ' I I > I I ■ ! ■■■ J i T ■ > Il . 1 I ; ■ ■ I M t| l i' J ■ T ■ ■ ■ " 

et fe rapportent h la clivi«ioii d'un f|rc de cercle en reparties cgalos , 
«e qui fournit un Inoyen très-simple de les calculer , avec le secours. 
des tables trigenome'tnqnes. (Voyez mon Traité du Calcul diffé-» 
Xentiel et du Calcul intégral, tom. I.) 

('*^) De la Résolution des équations numériques de tous Içs.df* 
eféf (ATcrUssement, page viij ). 
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îi proprement parler, une opération arithmétique ft>n-- 
)) dée 3 à la vérité , sur les principes généraux de la 
)) théorie des équations ^ mais dont les résultats ne sont 
}) que des nombres où Ton ne reconnaît plus les pre^ 
3) miers nombres qui ont servi d'élémens ( c*est-àrdire, 
ï) les coefficiens de Téquation à résoudre ) > et qui m 
n conservent aucune trace des différentes opérationt 

V particulières qui les ont produits. L'extraction dei 
n racines quarrées et cubiques est Topération la plui 
33 simple de ce genre; c'est la résolution des équations 
33 numériques du second et du troisième degré ^ dam 

V lesquelles tous les termes intermédiaires manquent, 

33 L'algèbre plane, pour ainsi dire, également W 

33 l'arithmétique et sur la géométrie; son objet n'esttp94 

yi de trouver lesvaleurs mêmes des quantités cherchées^ 

33 mais le système d'opérations à faire sur les quantité^i 

33 données pour en déduire les valeurs des quantités 

33 qu'on cherche d'après les conditions du problême. Le 

» tableau de ces opérations, représentées par les carac** 

3? tères algébriques, est ce qu'on nomme en algèbre une 

« formule. ... 33. 

On est donc encore ramené , par les remarques 
d'un géomètre qui a profondément médité sur la phih" 
Sophie des sciences mathématiques, à se demander s'il 
n'y aurait pas une impossibilité absoluede faire dépendre 
d'un nombre limité d'opérations algébriques ^^ larecher-» 
che de la racine d'une équation quelconque, ou^ ce qui 
revient au même , d'exprimer cette racine par une for-» 
mule algébrique. Il serait peut-être téméraire, dana 
l'état où se trouve actuellement F Algèbre ^ depron^oncer 
affirmativement sur cette impossibilité; mais ceux qui 
ont parcouru le vaste champ de l'analyse , savent qu*il 
est d'autres quantités que l'on ne peut pas uon plu» 
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bbtenir par un système limité d'opérations algébriques^ 
-fet pensent «ans doute qu'il doit exister entre les gran- 
deurs des relations qu'il est impossible de développer 
autrement que d'une manière approximative et indwi-^ 
duelle^ ou pout chaque valeur en particulier. Il est évi-* 
dent que si les racines des équations algébriques aont 
dé cette nature, il ne reste qu'à perfectionner les pro- 
cédés arithmétiques, propres àleur recherche. 

Yiète a sûrement été guide par des cônsidérationi 
de ce genre ^ lorsque, dans sonTraitéx^e /tumero^apofef- 
Jatum adfectarum resolutione yil a cherché à résoudre 
immédiatement les équàtioils numériques par une suite 
d'opérations purement aritfamttiques et copibinées entre 
elles, à-*peu-rprès comme le sont celles qu'on emploie 
pour extraire, les racines des nombres . Si sa méthode était 
Uniforme potir tous ks cas qui peuvent se. présenter, en-^ 
sorte que, par une succession régulière-des mêmes pro- 
cédés, elle conduisît infailliblement à la raci ne cherchée^ 
-lorsque cette racine est assignable exactement en nom-» 
bres, et dans tous les autres cas, à une valeur de plus en 
{)lus approchée , elle lie laisserait rien à désirer dans la 
1rélsolnti(in numérique des équations ^ que Ton pounait 
-alors regarder comme aussi complète que l'extraction ' 
"fies racines : mais il n'en est pas ainsi^ iiialgréles eflqrts 
-que Ilarriot , Ougtred, Wallis,Pell et d'autrps, ont 
faits pour perfectiohher la méthode de Viète , elle est 
toujours demeurée très-défectueuse -, et Lagrange , en 
dernier lieu, a montré u qu'elle ne peut réussir d'une 
r manière certaine pour les éqiiatiôris dont tous \eg 
fi termes ont' le même signe, à l'exception du dernier 
il tout connu ; car alors ce terme devant être égal à la 
^ somme de tous les autres, on peut, par des tâton-» 
n nemens limités et réglés, trouver successivement tous 
t) lesdiiffKs deia viltur de Finçonviue jusqu'au degi^ 
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}> de précision qu'on aura fixé. Dans tous les autrèi 
3^ cas , les tâtonnemens deviendront plus ou moins in- 
)> certains, à cause des termes soustractifs ff. 

Lagrange fait voir de plus que Tort peut toujours ra- 
mener une équation quelconque à cette forme , k pourvu 
n qu'on ait deux limites d'une racine. Tune en plus, 
y> l'autre en moins , et qui soient telles , ijue toutes les 
)) autres racines , ainsi que les parties réelles des racines 
• )^ imaginaires , s'il y' en a , tombent hors de ces limitesn. 
Mais ces limites étant au moins aussi difficiles à trouver 
que les racines mêmes de l'équation , la méthode donnée 
dans les Élémens , n* 22 1 , est préférable à cette recher- 
che y et en la combinant avec ce qui a été dit dans le 
n° 33 de ce Complément , on aura les moyens de con- 
naître les racines imaginaires aussi bien que les racines 
réelles , c'est-à-dire , tout ce qu'on peut désirer sur la 
résolution numérique des équations. 

63. Il suit du n° 181 des Élémens , que , si pour une 
équation algébrique quelconque, il y a toujours une 
expression réelle ou imaginaire qui , soumise aux opéra- 
•tions indiquées dans cette équation , donne un résultat 
dont tous les termes se détruisent , la même équation 
sera nécessairement le produit d'autant de facteurs sim- 
ples que son plus haut exposant renferme d'unités. La 
résolution des équations des quatre premiers degrés 
fait voir la vérité de cette proposition dans les équations 
même du cinquième , qui ont nécessairement une racine 
réelle ( ^/é'/Ti. 2 13). 

Il est visible qu'en général la question se réduit à prou- 
ver que toute équation d'un degré pair a au moins une 
racine, soit réelle, soit imaginaire. La proposition du 
n° 27 montre qu'une pareille équation a au moins deux 
racines qui peuvent toujours être comprises dans une 



DES ÉLEMENS D'ALGEBUË. 127 

équation du second degré ayant ses coefficiens réels; 
mais on ne parvient à cette dernière équation qu'en 
regardant la proposée comme le produit d'un nombre de 
facteurs simples égal à 1* exposant de son degré; ensorte 
que la difficulté subsiste encore dans son entier. Il était 
nécessaire de Técarter des Élémens y qui ne doivent con- 
tenir que les notions les plus évidentes ; mais il convient 
de la. montrer toutp entière à ceux qui ont déjà pénétré 
assez avant dans l'Analyse pour en saisir l'esprit. Si l'on 
n'a pas encore de démonstration complète à leur, offrir 
de la proposition dont il d%git, on peut du moins leur 
donner des raisons assez fortes pour qu'elle ne soit 
plus douteuse. 

te L'esprit du calcul algébrique ( Lagrange , De la 

Résolution des équations numériques , page 116 ) t> qui 

5^ est indépendant des valeurs particulières qu'on peut 

31 donner aux quantités , fait qu'on peut regarder toi^t 

y) polynôme ( x"* -f- etc . ) comme formé du produit d'au- 

V tant de facteurs simples x — a^ x — è, x — c, etc. 
TD qu'il y a d'unités dans l'exposant m du degré de ce 

y) polynôme, quelles que puissent être^ d'ailleurs le* 

Yi quantités a, b^ c, etc. )3 

Développons un peu cette remarque. 

La formule a: = — î P + k ^ P^ — 9 > . qui repré- 
sente les racines de l'équation a'*+pa: + (/r=o, nd 
cesse pas de le faire , quoique cette équation devienne 
absurde ; seulement elle se réduit alors à un symbole 
purement algébrique , qui ne correspond pjus à aucune 
quantité existante , mais qui , étant soumis aux opéra- 
tions indiquées dans l'équation, n'en rend pas moins la 
somme de tous les termes égale à zéro. Par cet exemple , 
on doit comprendre que s'il existe pour un seul cas un« 
•zpression de la racine d'une équation de degré pair , 
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cette expression doit encore subsister ponr tout autre. 
Or on a vu (JElëm» 2i4)j que toute équation de degri 
pair a au moins deux racines réelles, lorsque «on dernier 
terme est négatif; mais la valeur de ces racines dépea^ 
dant de celle des coefficiens de Téquation proposée^ 
âoit nécessairement être con^poséé d'une cenrtaine ma- 
nière avec ces coefficiens^ ou en être une fonction* 
Quoiqu'on ne puisse pas assigner la fonne de cettf 
fonction , son existence n'est pas moins évidente ; la 
méthode -des séries et le calcul différentiel fouEnissent 
les moyens d*en avoir des développemens. Cela posé, il 
est visihle qu'elle doit encore sut)sister lorsqu'on y 
changera le signe du dernier terme de l'équation pro- 
posée, et qu'alors elle deviendra la racine de l'équa- 
, tion dont le dernier terme est positif ; elle pourra , par 
ce changement, cesser d'être réelle, mais Jion pas 
d'exister comme expression analytique; il sera dpnq 
toujours permis de la représenter par un syHibok gui 
jouira des propriétés communes à toutes les racines de^ 
équations. 

On pourrait opposer à ce raisonnement les remarque! 
des numéros G7 et 69 des Elémens ; mais on y ré- 
pondrait en faisant observer que les exceptions indi- 
quées dans ce6-remarques ne peuvent se rencontrer djans 
les équations algébriques à une seule inconnue. En. effet , 
ces équations ne peuvent être identiques sans qu'on le 
reconnaisse à leur simple inspection ; et il est évident 
{Elém. 212) qu'aucune valeur infinie n'y saurait satis^ 
faire , lorsque leurs coefficiens sont finis. ^ 



'Dt 
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De quelques transformations qui conduisent à la 
résolution des équations des quatre premiers degrés. 

64* Le nombre des moyens que les algébristes ont 
tentés pour résoudre les équations littérales , est trop 
grand pour entreprendre de les faire tous connaître ; il 
en est cependant encore deux que Je vais exposer, 
parce qu'ils sont remarquables , soit par la source dont 
Sis dérivent, soit par leur simplicité. Le premier est la 
méthode de Tschirnaus : en voici uhe idée succincte. 

La substitution de or -)- a à la place de^, dans une 
équation en y^ n'est propre qu'à faire disparaître un seul 
terme, puisqu'elle n'introduit qu'une seule quantité in- 
déterminée a (*) •, mais si , au lieu de l'équation hypo- 
thétique ^ i= 0? -f- û , on prend y*= ï^ + ^ + èj , oii 
peut faire disparaître deux termes de l'équation en x, 
en déterminant convenablehient les quii'itités a et è , 
^ur lesquelles il n'y a rien de statué par l'énoncé de la 
question. 

Dans ce cas , l'équation en x n'est pas aussi aisée à 
former que lorsqu'on change seulement y en x ^ a \ 
mais cependant elle est encore du même degré que la 
proposée , comme on peut s'en assurer par le procédé 
d'élimination dans le n® 9. 

Si, par exemple , on désigne par *, fi et y , les trois 



(*) Geut qui n'^ont pas encore Thabitiide de l'analyse croiraieat 
peut-être gagner quelque chose en supposant y=x -ha -4-^ : mais 
s^ils font le calcul , ils se conyaincrout bientôt que lu quantité o-^b se 
comporte coro me si elle c'tait monôme, et qu^ils ne peuvent point 
rléCerminer sc'part'ment £7 et ^ , ni par conséquent faire éyanouir plus 
d*un terme* 
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racines de Téquation j^ + Py^ + (^y -|- R = o, -Jf a:* 
près ce procédé, Féquation finale en x résultera du pr(>- 
duit des trois quantités 

<t* — i flfc — (a + x) 

y* — iy '— (a -f- 0?) 

gùi nécessairement ne passera pas le ti'oisième degré ; et 

après qu*on aura chassé les lettres a, jS et^^ cotnme il 

convient^ on aura un résidtat que Ton peut représenter 

par 

x^ + Aj^ + BùC'}' C=o, 

dans lequel A , B et C seront des quantités composées 
des coefficiens P , Ç et R de Téquation proposée et des 
deux indéterminées a et &. En choisissant parmi ces trois 
quantités , pour les égaler à zéro , les deux qui affectent 
les termes qu'on veut faire disparaître , on se procurera 
des équations qui donneront les valeurs que doivent avoir 
a et è dans cette circonstance ; et d*après ces valeurs , 
l'équation x^ + ^x* + ^x-|- C=o sera réduite k 
deux termes. 

La supposition de y* ;= a: + ^ + ^^ est également 
propre à faire disparaître deux termes dans une équa- 
tion du quatrième degré. En éliminant y , entre cette 
équation hypothétique et l'équation proposée 

par le même procédé que dans le cas précédent, on 
parviendra à un résultat de la forme 

xi 4- Jx'^ + Bjc^ + Cx + I>= o, 

qu'on pourra réduire à trois ternies , en égalant à zéro 

deux quelconques des quantités A y B ^ C et I> , qui , 

comme ci-dessus , seront données en P, Ç, iî, »5, a et i. 

$i on voulait changer F équation proposée en une autrt 
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tlui contînt trois termes de moins , Tanalogie fait voir 
q^^OQ devrait prendre alors l'équation hypothétique 

et qu'en éliminant^ entre cette dernière et la proposée , 
on trouverait encore , en bpérant comme ci-dessus > Tin 
réarultat de la forâi6 

thaïs dans lequel on pourrait égaler trois coelHciens à 
xéro > puilsqù'on y alirait introduit trois quantités indé- 
terminées^ a, b et c, 

M 

Il est facile de généraliser cette niartshe , et de rccon- 
n^tre qu'en prenant l'équation subsidiaire 

;y«t=a; +c + by+ çy\ . . . + iiy'^''\ 
on pourra changer l'équation générale. 

en une autre " 

x» + ^x**'- + Bx'''^ + Z» = ô ^ 

^_ _ ^ aire disparaître un nombre dé 

termes égal à m ^ au moyen des m quantité» indétermi-- 
nées Oy b ^ c y . . . ,q, 

65. Cette théorie semble promettre la résolution des 
équations d'un degré quelconque, et \5lle offre le moyen 
le plus simple et lé plusnaturelqu on-piiisâe de^'rerpour 
résoudre les équations du deuxième , du troisième et du 
quatrième degré; mais malgré son succès dans ces 
degrés , elle est inférieure à toutes les autres méthodes 
connues, par la longueur des calculs qu'elle entraîne. 
Je ne saurais entrer ici dans de grands détails 
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sur ce sujet; cependant, en faveur de ceux qui yeu— 
lent connaître toutes les richesses de l'Analyse, je 
vais tracer une esquisse rapide du procédé indiqué par 
Tschirnaiis. 

En faisant disparaître , par la supposition de .... .; 
y=:x-)-a , le second terme de Téquation j^+Py+Q=20y 
on ]a réduit à la forme x**-j-i5=o, laquelle se résout 
sur-le-champ par l'extraction de la lacine quarrée , et 

donne a:=it: V^ — B, En effet, en substituant a;4 a à 
la place àey dans l'équation proposée, elle devient 

+ P x+aP > =o; 

+ qS 

et si on égale à zéro la quantité aa+-P> coefficient de 
*', elle se réduit à * 

a;» + a» + aP+Ç==o, . 

ce qui donne 

B^à^ + aP + Ç; 

©tais de aa-f"'P = o> ^ résulte 

tt par conséquent 

«t y = a + x — — \p'±. V/JP^Z:^. 

6S. Lorsque l'équation proposée est 

f+Pf+Qy+R=o, 

^n prenant y* = 07 + a + by ^ on la changera en un« 
autredelatomift 
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dans laquelle on pourra faire disparaître deux termes ; 
et on voit bien que si on égale à zéro les coeSiciens AetB 
de ceux qui sont intermédiaires , l'équation , réduite à 
son premier et à son dernier terme ^ se résoudra par lai 
seule extraction de la racine cubique. Si on effectue le 
produit indiqué pour ce cas dans le n° 64 , et qu'on ex- 
prime par les coefficiens P , Q et jR , de l'équation pro^ 
posée, les fonctions symétriques de et, fi et y, que ce 
produit renferme , on trouvera sans peine la composi- 
tion des coei&cîens jé, B y C ^àe l'équation en x\ mais 
ces résultats, que le lecteur fera bien de chercher pour 
s'exercer au calcul , sont trop compliqués pour trouver 
place ici : on en obtiendra de plus simples en sup« 
posant qu'on ait déjà fait disparaître le second terme de 
l'équation proposée. On n'aura plus qu'à. éliminer y 
entre les deux équations 

y+Çy + R = o,^ y-=^x + a+by, 
me cju'on fera , ainsi qu'il suit , en posant pour abré- 

L'équation ^•=7n-f-iy étant multipliée par^ , donne 

y=77ij^+iy* ou y^z=.my'\'bm'\'b^ y y 

en mettant pour j'* sa valeur. Substituant ensuite 4ans 
la proposée , il viendra 

my 4- im + i*j^+ Qy^R=^o\ 



(*) On laisse toujours les deux quantités inr1elfMinin<fcs a el h ^ 
fnalgrë la .dUparition du second tetme de la proposée , parce que 
)Vquation en x n'en a pas moins un second terme qu^il faut encore 
Cure évanouir, 



■ — # 

fm—R* Y 
—l,QR} = o. 
-b^R] 
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et mettant cette valeur dans T équation 
on obtiendra , après les réductiona , 

'f^'5bR 

Remplaçant les diverses puissances de m par celles d» 
x-^-a, ordonnant le résultat par rapport aux puissances, 
de x et de a, comparant avec x^^Axf^->]rRjc^C=o y 
il viendra 

A=5a 4-2 Q 

i7:=±3a» 4-4 Ça + Qb^—ZRb + Q» 

C= û3 ^2 {>a»+ (>»a-f. Çi*a— 3iî6a -- fli3_/j Qi^Tî* 

Si on fait -^ r= o ^ et ^5= o , ce qui produit les équa- 
tions 

3a + 2Ç = o .....(i) 

3a'» + 4Ça+i*Ç — 3iSi + Ç"=Q....(a) 

l'équation 

se réduit i 

3 

La quantité C sera connue lorsqu'on aura déterminé a et 
i, ce qui est facile^ puisque , d'après l'équation (i ), on a 

a P 



D£3 ÉLÉMCNS D*ALGÉfiRE. ioS 

Taleur qui ^ mise dans Téquation (3) , la change en 

Ci*— 3/t6— |Ç« = o, 

cquatioa du second degré , dont la solution donnera la 
valeur de b. Je ne m'arrêterai pas à développer l'ex- 
pression de C, ni à tirer les nombreuses conséquences 
qui résultent de cette théorie ; mais on suppléera faci- 
lement aux détails que j'omettrai. 

Lorsqu'on a déterminé a, betXy iîne faut pas prendre 
indistinctement pour y l'une quelconque des racines de 
¥ équation y^-=z X -^ a -j-b Y 'y niais on doit, d'après ce 
qui a été dit n° 192. des Elémens ^ chegcher le diviseur 
commun qui existe alors entre cette équation et la pro- 
posée , oiu , ce qui revient au hiême , substituer les va-» 
leurs'de a>^de 6 et de x dans l'expression 

qui a servi-à l'élimiiiation à» y.. 

67. En passant au quatrième degré , le même procédé 
peut s'appliquer de deux manières différentes *, car si 
on change l'équation 

y* -h P:^ + Çi'*+ Ry +s— o, . 

en une autre où les termes affectés de'la troisième et de 
la première puissance de l'inconnue aie&t disparu , cette 
.dernièrie pounra se ré&oudre à. la manière de celles du 
second degré (^Élém, 160) *, on peut enfin , comme pour 
les degrés précéden^, transformer l'équation proposée 
de manière que la résultante puisse être réduite à son 
premier et à son dernier terme. 

Dans le premier cas / on n*a que deux tenues à fairs^ 
disparaître-, il suffit donc de combiner.!' équation 



l36 COMPLÉMENT. 

avec Téquation 

j^* = a: + û + by- 

En effectuant les calculs nécessaires pour obtenir Fé-^ 
quation 

et posant ensuite 
on a 

équation qui se résout à lan^anière de celles du deimème 
degré. L'équation y^= oserait encore du premier degré 
par rapport aux indéterminées a et & *, mais 1* équation 
C = o monterait au troisième : ainsi la résolution de 
l'équation proposée se trouverait ramenée à. celle d'une 
équation du troisième degré. Connaissant a , betx , on 
trouverait ^^ comme dans le numéro précédent. 

Pour changer l'équation 

yi+Py^+ Qy^+Ry + S = o 

en une autre qui n'ait que deux termes, il faut en faire 
évanouir trois, et par conséquent supposer 

y^ :=ix -j- a -^ by -i- cy*. 

I e résultat de l'élimination dey entre cette équation et 
la proposée étant toujours désigné par 

on fera 

ji=o, ^ = o, C=o, 
ce qui donnera 

a?^ + Z> = o ; 
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maïs les indéterminées a, b et c, se trouvant au premier 
degré dans j4 , au deuxième dans ^, au troisième dam 
C, l'équation d'où dépend la valeur de l'une d'elles mon- 
tera au sixième degré, et sera donc en général plu» 
difficile à résoudre que la proposée elle-même : cepen- 
.dant Lagrange a prouvé qu'elle pourrait encore se ra^ 
mener à une autre du troisième degré. 

Lorsque la proposée sera du cinquième degré , il fau- 
dra nécessairement la changer en une autre qui n'ail< 
que deux termes, et pour cela en faire disparaître quatre 
dans la transformée ; mais malheureusement la recherche 
des indéterminées conduira alors à une équation finale 
d'un degré beaucoup plus élevé que la proposée , et la 
méthode de Tschimaiis, de même que toutes les autres 
méthodes connues, échoue au-delà du quatrième degré. 

68. Le second moyen par lequel je terminerai 
ce que j'ai à dire sur les équations , est celui qu'on 
attribue à Cardan , ou du moins qu'on employa d'a- 
bord pour retrouver l'expression qu'il avait donnée 
de la première racine de l'équation du troisième degré 
€ans second terme , moyen que Lagrange a étendu aux 
équations du quatrième degré. Il consiste à faire . . . 
a:=zu -j-z dans l'équation 

afin de pouvoir, en disposant convenablement de l'une 
des indéterminées u et 2, décomposer cette équation en 
deux autres plus faciles à résoudre. Le résultat de la 
substitution de la valeur h]rpothétique de x est 

u^ + 5n*z + Zuz*+ z^ 

+ pu +P« 

+ </ 
parmi les diverses manières dont on peut le partager en 
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deux autres équations y en égalant une de ses partiei^à 

zéro, oh s'est bientôt aperçu que la suivante 

3té^Z -f- 3u2i* +pi* +P2i = Q 
IZ^ + Z^ -f- 9 = o 

ttaît la seule qui pût sinipli&er la question. 
La première des équations ci-dessus revient k 

(3 MZ -|- p) (u -f- ^) ^= 0'> 
et se réduit par conséquent à 

3u*+p = o^ 

puisqu'on ne saurait faire u -f- * = o s^uis supposer 
a: = o , hypothèse qui ne s'accorde point avec réquation 
proposée. La résolution de cette dernière est donc ra^ . 
menée à celle des équations 

la preiqdère dé celles-ci donnant 

iiz:=z — 2 et i^z? = — — : 
on/a 

u' -4- 2^ = — {/ , u^z' = — ^. . 

^7 

€t il suit de la théorie de la composition des équation», 

que u^etz^ seront les racines d'une* équation du second 

degré , ayant 9 pour coefficient de son second terme, et 

n3 1 
^ pour son dernier. Si i^ -^ qt p^= o repré-, 

«ente cette équation , et que A et B soient les valeurs 

V— ' V- 

de f , on aura u:=y A etz:=z y B. Les diverses ex- 
pressions de ces racines satisferaient dans un ordre quel- 
' conque aux équations 
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pi 
u^ 4- z^ = — a et u^z^ = — — ; 

mais la dernière de ces équations est pins générale qne 

w « = — 5 , d'où elle a été tirée : c'est donc dans celle- 
6 

ci qa'il faut substituer les yaleurs de u pour obtenir 
celles de z, pu, ce qui revient au même, il faut com- 
biner chacune des expressions 

^yec les suivantes : 

.3 3 3 ^, 

yÉ, A\/'S, a^{/B, 

i 

de manière que le produit se réduise à yjiB, ce qui ne 

fournit que cçs trois, résultats : 

3 i 

3 _ 3 

A^\/J^4t\/B 

* * 

Il est facile de voir qu'en mettant pour a et «* le* 
valeurs données dans le n® i Sg des Elémens, et pour AetB 
celles qui résultent de l'équation t^ -{^qt — •fc/'^ == o , on 
retombera sur les expressions obtenues àgaÊtle n^ i6. 
Je ferai remarquer à cette occasion que , lorsqu'on 
' ilève une équation à une puissance , ou qu'on la multi- 
plie par un facteur où se trouve l'inconnue , on introduit 
de nouvelles racines , étrangères à la question proposée. 

69. On a résolu l'équation du troisième degré 

ac' +pa: + <; = o^ en supposant x == u + 2; , on résout 
-^lle du quatrième degré x* + px^ -f- ça; + r =3;: o , 
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d'une manière analogue en faisant x z=y -f- m + 2;; car 
en introduisant ainsi trois indéterminées , il y en a deux 
qui restent arbitraires , et dont on peut par conséquent 
disposer pour partager l'équation proposée en d'autres 
qui soient plus faciles à résoudre (*). 

De la supposition de x =zy -f- u + 2i , il résulte 

x*=(jf -j-u +z y=i y*+u*+z* +3 i/j+3yz-(-2ua 

développant seulement le dernier terme, on aura 
4(uy+yz-i'U7^)^=4(uy+yz*+u*z^) +8 (uy^z+uyz+iyi 

ce qui donne 

+ 4(^uy*-\'y^z^+u*z*) + Suyz{y + u+z); 

substituant les valeurs de a; , j:* et o;^ dans l'équation pro- 
posée , elle deviendra 

(y-+u-+z-y+4Çy'+u^+z-Xuy+uz+zy) 
+4(^u,Y+Y'z''+u*z*)+Suyz{u+y+z) __ 

+ r 

A cause de» tmis indéterminées introduites , on peut par-^ 
tager cette jfiiation en trois autres, et la combinaison 
qui réussit consiste à égaler à zéro les termes multipliés, 
par u -j-y -f- 2 et ceux qui le sont par i^ y + mz + z y , ce 
qui donne 

■» . ' • ' . ' ■ ' . .f <ff 

{*) Ceci est lire des 3eances des Écoles ]^^orma{ef , Leçons , tff]n.4ll> 
P^ge 3o6,( première cdiûonj. 
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Par-là l'équation ci-dessus se trouve réduite à 

résultat qui , ai Ion y met, au lieu de j^* + w* H- 2i% sa 
valeur — ^ tirée de (la) , se change en 

on a donc , pour déterminer u , ^ et z , les trois équatîont 

f+u^+z-)+p=o 1 ou, ru»-+:y*-K*=-2 

» f ce qui 1 p^ r 

iy +ZiV+y V)+r--^=o^ revient W+ K^^^+y* — 7g ~ ^ 

• m. ^ M 

8Mya+qf=o 1 même , f uyz*=z^ 

dont la première donne la somme de leurs quarrés , la 
seconde celle des produits de ces quarrés combinés deux 
à deux, et la dernière le produit de tous trois. En se 
rappelant la'composition des équations (Elém, 1 83) , on 
voit bientôt que si on regarde les quantités i/*, y* et a* 
comme les trois valeurs d'une même inconnue t, cette 
inconnue dépendra de l'équation 

Désignant par /^ m et n les trois racines de cette équa- 
tion^ on aura 

d'où 
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et par conséquent 

Cette formule , dans laquelle on peut combiner comtné 
on voudra les signes^ éqiiivaut par-là aux suivantes : 






x = — \/2—\/m—{/n^ 
x=+\/l^\/m—\/n, 



et semblerait donner huit valeurs pour l'inconnue x, qui 
n*en peut avoir que quatre ; mais en remontant plus haut, 
on verra que les valeurs de u, j^ et z doivent satisfaire à 
Téquation 8 w^z + 7 = o » dont on n*a employé que le 
quarré. Or, siq est positif dans Téquation proposée, oa 
aura Sxyz= — q; il faudra donc combiner les signe» 

desvaleursu=d:: \//,^ = d2 \/m, 2 = db |/n, de 
manière que leur produit soit négatif, ce ^ui ne pourra 
se faire qu'en prenant négativement ou les trois radicaux , 
ou seulement un, et on n'aura ainsi que les combinai* 
fions rapportées dans la seconde colonne ci-dessus ; 
mais lorsque q sera négatif dans l'équation proposée ^ il 
s'ensuivra 

et par conséquent il faudra arranger les signes des ra- 
dicaux de manière que leur produit soit positif, ce qui 
exige que tous trois soient positifs, ou qu'il j eii dit 
toujours deux pris née;ativement : de là résulteront les 
combinaisons rapportées dans la première colonne , qui 
seront les quatre racines de la proposée dans le cas de 
q négatif, tandis que celles de la seconde colonne expri- 
meront ces racines dans le cas de q positif. 
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Si, dans l'équation 

^+a*^^Vi6-4/ 64-°* 

S 

«m fait i = 7 , les fractions disparaîtront par la réduc- 

4 
tion de tous les teimes au même dénominateur ^ et il 

viendra ^ 

^ + 2p^+ (p* — 4^) s — 9*= o, 

réduite semblable à celle que Ton a trouvée en z dans 
le n** 17. On se convaincra facilement aussi que les 
valeurs de x rapportées ci -dessus s'accordent avec 
celles qu*on déduirait des résultats du même n® 17. 

Du développement des puissances fractionnaires et 

négatives en séries^, 

70. On a vu dans le n» a35 des Élérfiens , la 
clivision prolongée indéfiniment donner naissance à Une 
suite infinie qui exprimait le développement en termes 
monômes d'une fraction ', et dans le n® a37, j'ai 
annoncé que l'extraction des racines conduirait aussi à 
des sériers. Pour offrir un exemple de ce dernier cas , je 
vais extraire la racine quaitée de a* -f» ^> 



a*+i^ 






M 



4a" 
^4a^^ 



b^ b^ 



8a4~"64c< 



fttc. 



a-F 



S* 



Sa' 

«m ■ 



+ 



V^ 



16a* 



etc. 



aà-f- 



aa-|- 



aa 
b^ 



'8 a» 



etc. 
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La racine quarrée du premier terme étant a , il reste b\ 
qu'il faut diviser par sa-, et écrivant le quotient *— à 

côté de a , àla racine , on aura a -f- — pour les deux pre-* 



/ ^ 



miers termes de cette racine^ et — -*-^ pour le reste ; 
doublant la racine trouvée, on a aa -(-*- ; et divisant le 

reste— -— par ac , on aura un quotient — rp^ , qw 

•era le troisième terme de la racine. On vériSera ce 
terme suivant la règle ordinaire , et en le retranchant 

de — ^ tr-5> on aura un reste sur lequel on opérera comme 

sur les précédens. 

Il serait aisé d'imiter cette opération pour extraire la 
-racine d'un degré plus élevé; mais en considérant 1er 
racines comme des puissances fractionnaires , on les dé- 
duit plus simplement de la formule du binôme telle 
qu'eUe est présentée dans le n° 1 34 des Elémens. 

En effet, si Ton change *V/ a* + ^* en (a* + 60*> ** 
que Ton fasse m = | dans la formule citée, puis qu'on 
y écrive a* pour x , i* pour a , il viendra , comme ci- 
dessus y ^ 

/ -T- fc* b^ b^ 

\/a^+b-=:a + ._+ etc. 

Cet exemple suffit pour montrer le parti qu'on pour- 
rait tirer de la formule du binôme si l'on était assuré 
qu'elle eût lieu , quel que fût Texposant m , ce qu'on 
ne saurait conclure de la oianièr^ dont on f est parvenu 

dan» 
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dans les Elémens , puisqu'elle suppose que m est né- 
cessairement un nombre entier positif. Il faut en consc- 
ience soumettre cette formule à de nouvelles vérifi- 
cations, propres aux différens cas (Jue Y On veut y 
comprendre. 

71. Parmi les différentes preuves qu'Euler a données 
de la généralité de la formule du binôme, la suivante 
tient le premier tang par sa finesse et sa brièveté. 

Il a été démontré que lorsque m est un nombre entier 
positif, on a 

mais on ignore à quoi répond le second nienibre de cette . 
équation, lorsque m cesse d'être entier ou positif; ce- 
pendant il est incontestable que , dans ce cas même , sa 
valeur étant liée à celle de m > il peut être regardé comme 
le développement d'une fonction inconnue de m. En 
représentant cette fonction par f (m) ^ un aura , en 
général, 

. fn m (m — 1) m(m — i)(7n— 2) ., . 

Si on écrit n au lieu de m , ce qui est permis , on aura 
de même 

f(n) = H--^+-^-^^. + -L__ZL__V+etc. 

et par conséquent 

f(m)xf(n) = 

II-] — zH — ^^^ ^2» H ^: i^ :d2:3 + etc.> 

(1 1.2 1.2.3 j 
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Examinons maintenant quelle doit être la forme de ce 
produit que je désignerai par P, II est évident que si on 
l'ordonne par rapport aux puissances de z , on pourra 
le représenter par la série 

t -f ^z + J?2i* + Cz^ + Dz^ + etc. 

%\ que le coeificient de Tune quelconque de ces puis^ 
sauces , d<e la cinquième ^ par exemple , dépendra de 
la manière dont seront composés Tun et Tautre des fac- 
teurs^ depuis le premier terme jusqu'à celui qui renferme 
cette puissance ; car ce sont les seuls qui concourent à 
la formation du terme que je considère. Mais la com- 
position de ces termes ne change pas, quelles que 
soient les valeurs particulières de m et de n ; et si elle 
est connue dans un cas où m et 71 soient des nombres 
indéterminés^ elle sera la même dans tous les autres; 
or on sait que lorsque m et n sont des nombres en^ 
tiers ^ le produit P est égal à 

(i + z)" (1 + z)\ 

ou à o+^^r**"** 

et que 

(i+2;)"»+»=iH -î— 2; + ^ ^ ^^ H -V + etc. 

^ 1 1.2 ' 

c'est-à-dire que chadun des coefficiens des puissances de 
z est composé avec la quantité m + zi, comme les coeffi- 
ciens correspondans des facteurs (i-f-z)"* et (1 +z)* 
le sont avec les nombres m et /i : donc le produit P , 
devant conserver la même forme dans tous les cas , doit 
répondre en général à f (m -f- /i) ; et il résulte de-là qiie 

f(m) X,î{n)~Hm+n)j 
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tî'èst cette équation qui renferme le caractèi'e fonda- 
hiental de la fonction désignée par la lettre f , et qui 
'en fera connaître la nature. 

Si Ton change ti en zi -|^p^ elle donnera 

f (m) X f (/» + P) = f (^ + /» + p) ; 
iet comme 

il viendra 

. f (m) X f (7i) X f (p) = f (m + 71 + P). 

On obtiendrait une semblable équation , quel que fût 
ïe nombre de fonctions multipliées entr* elles. 

Il suit de là que si Ton prend un nombre % de facteurs 
égaux à f ( T ) , on aura 

•L 

puisque - X ^ = A , et par conséquent 



('©)'='^'"- 



Tirant de part et d'autre la racine du degré k , on trou- 
vera 

f© = (f«);; 

taiais A étant un nombre entier, f(/;) = (i -|-2i)^, et 
l'équation ci-dessui derient 
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'©=('+')- 



il est donc prouvé que f f 7 j ou la série 

h h/h \ h/h \/h \ 

1 A — zA ^a -f ^-5 z'+etcry 

1 i.a 1,2.0 

h 
est le développement de la puissance fractionnaire t 9 

de la quantité 1 -f- 2* 

Passons maintenant au cas où l'exposant est un nouArf 
négatif : on a alors 

mais d'un autre côté 

f (m + 7i) = (1 + z)» = 1 {Elém, Z7) ; 

il suit de là que 

f(m)xf(/t) = i. 

Mettant, au lieu de m, sa valeur — ti, il vient, quellt 
que soit n , 

et puisque 

f (n) = (1 + z.)«, ^j^. = (I + »)-. 

fl en résulte que f ( — n) ou la série 

1 1.2 1.2.0 

est le développement de (i rf- z)""** 
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On passe facilement du développement de (1 + a)** 

à celui de (x -f- à)^ : car si Ton fait 2 = -, on a 
^ X 



( 



a\"* (x + g)"* 



d'où on tire ' 

et l'on est conduit à la formule du n* 1 44 des Elémens. 

7a. La démonstration précédente ne laisse rien à de- 
BÎrer du côté de la rigueur et de l'élégance , mais elle 
repose sur une considération bien fine , et par-là bien 
difficile à saisir pour les commençans. La suivante , 
fondée sur de simples opérations de calcul, paraîtra 
peut-être plus évidente à beaucoup de personnes ; elle 
est tirée des T'ransactions philosophiques (année 1796). 

L'examen des premières puissances de i -f- x conduit 
naturellement à penser que le développement d'unt 
puissance quelconque de cette quantité , doit être de la 
forme 

1 + ^x + 5x* + Cx3 + Dx^ + Ex* + etc.. 

les coefficiens A , B , C , D , E ^ etc. étant des nombres 
entièrement indépendans de toute valeur de x. U est 
Tisible d'ailleurs que ce développement ne doit contenir 
aucune puissance négative de x; car s'il avait, par 

P 

exemple , un terme de la forme — , la supposition de 

x = o rendrait ce terme infini (^Elém. 68 ) , tandis qut 
la même supposition réduit à l'uAité toutes les puissances 

de 1 4" ^* 

Z 
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Cela posé, soit 

m . 

(i + x)«==.i + ^x -f jBx* + Ca? + Dx^ + etc»; 
on aura ausâi 

m 

(x +,yy= i'\'Ay + Bf^Cy^ + Dyi + etc. 

et faisant 

1 I 

il viendra 

(i +x)'*'=u'^, (i4-^)« = v"', 
et 

Mais si Ton fait attention que 

(i + x) = u", (I +_y) = v% 

•n en conclura que 

u" — ^ v" = X — y, 
et que 

„ ■ ■ .. = ~ — f ^ "7" ^ f- etc- 

u" — V» X — -^ x-^y ^'^y 

Or, en vertu du théorème du n* i58 des Élémens, 
on a, puisque m et n sont des nombres entiers , 

u"»— i/"» = (a — v/) (ix'"-» -f- u"-*!/ + uv/'"-»+ v""* ) 

et la division par la quantité x — -^ s'effectue ; il viendra 
donc^ d*aprèft cela^ 
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+£ (x4 4- or^y ^-ory + x^ +y ) + etc. 

Cette dernière équation âevasit avoir lien^ qiiels qne 
soient a? etj', subsistera encore lorsqu'on fera ar=y, 
hypothèse qui donne 

et qui réduit Téquation ci-dessus à ij^\ 

^=^ + 2J?x + 3 Cx* + 4^x3 +5£a:*-f etc. 



mM*"""* 



nu 
ou à 

!îî iz"»=u" (^ + a ^x +3 Cx»+4Dx' + 5 £x^+etc). 
n 

Maintenant si l'on met pour u"* et u* leurs valeurs 

m 

(i + x)" et (i + x), on aura 

~(i +x)"=(i +x)(^+aiBx+3Cx*+4^^+5£x<+etc.) 

équation qui renferme une cpndition ptoprè à déterr- 
miner les coefficiens A^ B y C y D ^ etc. du développe- 
nt 
ment dé (i + x)". En effet , si 1 on substitue ce déve- 
loppement dans le premier memblre, il viendra 

771. TU . .^»»*.^x>».^^ t . 

— 4 — >ifx + -/?x*-+-~Cx'-f— £>x^4-etc. 
71 71 n n n 

{A +a^x+ 3 Ca^ 4. 4Z)a:' + 5 /?.r^ + etc. 
4. ^x+a^x»-V5Cx3-f 4iDx-^^ +<.'tc; 
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Si Ton n'a point perdu de vue que toutes les équat- 
tions par lesquelles on vient de passer , doivent se vé^ 
^er sans qu'il soit besoin d'assigner aucune valeur 
à j:, on en conclura nécessairement que leur premier 
membre doit renfermer précisément les mêmes termes 
que le second , ou , ce qui est la même chose , qu'elles ' 
doivent être identiques. Or, pour que cela soit, il faut 
que les termes affectés de la même puissance de x 
soient multipliés dans l'un et l'autre membre par les 
mêmes coefficiens : on égalera donc les coefHcieps du 
premier membre de l'équation précédente à ceux qnj 
leur correspondent dans le second \ on aura ainsi le^ 
équations 



j m \ f j ^ 



^ I I ^ 

A 

n 



m 



B 



ZC -^aB =1— B \ CQ qui / 5, 

donnera 1 . 

fxn 






C(^-3) 



I ■ 4 



"(â-i) 



etc. / y etc. 

On voit par les dernières équations comment les coeffi- 
ciens A yB y Cy D y ctc . dérivcnt successivement les uns 
des autres. Si on prend leurs valeurs, ce qui n'a aucuns 
{difficulté , et qu'on les substitue dans la suite 
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1 -f- jix + 5x» + Cx? + etc. 



on tronyera 



m 



wi m /m \ m /m N/'''* ) 

4. 2Aiî ^^ ^" >^ '^^ Zx* + etc. 

J'observerai qu'il n'y a point d'induction dans ce qui 
précède, car toutes les équations qui y conduisent 
•ont symétriques , et la loi de leurs termes est telle , 
qu'on peut en concevoir un aussi éloigné qu'on vou- 
dra du premier. Il faut remarquer aussi que le déve- 



m 



loppement de (1 + x)" donne celui de (i + x)"*, en 
faisant 71= 1 , et qu'ainsi la formule du binôme se 
trouve démontrée lorsque l'exposant est un nombre 
entier. 

On pourrait encore révoquer en doute la légitimité 
de la formule pour le cas de l'exposant négatif ; mais 
pour la prouver, il suffira de montrer que l'équation (J^p 
de laquelle se tire la formule , a encore lieu lorsqu'on 
y change m en — /n : or , c'est à quoi on parvient en 
observant que . 

_„ 1 1 v** — u* 



"* V"* li"* i** ' 



car il en résulte 
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j^w — ym 



et comme parce qui précède , la quantité -^j ^ devient 



m u"*~' 



/lu" 



3;;^ lorsque v = u, on aura pour le même cas 



M"""* — v"*"* — 1 mw"*""' — mu"""*""* 



om X 



Le second membre de l'équation (^ ne changeant, 
d'ailleurs point de forme, on aura 



771 U — "* — ' 



équation qui ne diffère de (^) que par le signe de m , 
et qui doit par conséquent conduire aux mêmes résultats 
que Ton déduirait de Téquation (^, en y changeant 
771 en — 77Z. 

73. Pour appliquer maintenant la formule du binôme 
à Textraction des racines , je vais chercher la racine 5' de 

a -f- ^ ; c'est-à-dire , développer (a -f- 6)^ En faisant 
Tîi = 7 dans la formule du n° i44 ^es Elémens , et ea 
y changeant a: en a et a en è , les quantités , 



771 a m — 1 a m — 9 a 

* y — — j — y rr "" > eXC. 

IX 2 X o X 

deviennent 

I 1 1 - 

16 '5""'ô 5^6 iZl^ ^ 
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et en réduisant, 

16 4^ 9^ 14^ 

En faisant ks produits successifs des nombres de cette 
dernière ligne , comme l'indique la formule citée , et 

multipliant le résultat par a\ on trouvera 

^a-i^Dj—a ^H-5^ a.5^ a- ^2.3.53 û^ 

1.4. 9. 14 M , ^^^ 
a.3.4.54â4^^^''* 

Four employer cette formule à l'extraction appro- 
chée de la ^racine cinquième d'un nombre donné , on 
partagera ce nombre en deux portions , de manière que 
la plus grande soit une cinquième puissance exacte j^ 
€t on la prendra pour a ; le reste sera 6. 

Soit pour exemple le nombre 2S0 ; on le décomposera 
en 243 + 17 > parce que 24^ est la cinquième puissance 
de 3, et on fera « 

0=243, b=:iji 

il en résultera 

c =3, -——'-. 
a 243 

En substituant ces nombres dans la formule précédente ,' 
la racine cherchée sera exprimée par une suite de frac- 
tions de plus en plus petites. Pour l'évaluer , il faudra 
réduire ces fractions au même dénominateur ; mais on 
évitera cet embarras en les convertissant en décimales. 
Dans cet exemple , b étant moindre que la dixième 
partie de a l'approximation sera très-rapide. 
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Voici les différens termes de la suite , formés chacun 
par le moyen de celui qui le précède , d'après ce qui a 
été dit plus haut. 

1"" terme -|- i ,0000000 

3',-^X2.p-= — B^=z — OjOooSgiS 

4',5x3."^= C= + 0,0000164 

5'. Cx--F-= ^— D — 0,0000008 

a Dû 

+ 1,0140082 — o^oooSgaS 
^—0,0003923 

3 

I . . ■ ■ I . 1 I I 

3,0408477 

Les termes qui suivent le cinquième sont trop petits 
pour en tenir compte, lorsqu'on' se borne , comme je 
Fai fait, à 7 décimales. J'ai retranché la somme des 
termes négatifs de celle des termes positifs , et j'ai 



X 



multiplié le reste par a' ou 3, ce qui a donné 3,o4o8477 
pour la racine cinquième de 260 ; mais quoique le ré- 
sultat ait 7 décimales, on ne peut compter que sur 
l'exactitude de la sixième. 

74. De quelque degré, que soit la racine qu'on veut 
extraire , on procédera comme ci-dessus , et on ob- 
servera en général que , toutes les fpis que l'on em-r- 
ploiera la formule (x + d)^ pour convertir une expres-r 
sion en suite infinie, et pour approcher de s^v^eyr 
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îl faut que le premier terme x soit plus grand que le 
second a> afin que - soit une fraction , et que tous les 

r 

termes devenant de plu» en plus petits , la série soit con- 
Tergente. 

75. Les premiers termes du développement de 
(x-f-a)"* suffisent le plus souvent pour exprimer d*une 
manière très-approchée les racines des nombres ; et c*est 
de là qu*ont été tirées plusieurs formules que je vais 
faire connaître. 

Soit proposé d'extraire la racine m'"** de la quan- 
tité a"*-f-À y dans laquelle a est une quantité beaucoup 
plus grande que ft. Pour cela, comparant au dévelop- " 
pement de («+(7)"' la quantité proposée a^+b, et 
effaçant de part et d'autre le terme a"* , oa aura 

b ;?t c'"'"'<y-} — ^: ^a"*~*9*4— ^^ ^^ ^ " 9 +®tc- 

1*52 1*12*0 

résultat auquel on peut donner la forme suivante,: 

I. / «»-., • rnCm-'i) „ ^ . 771(771-1 )(77i-2) „ , .^, \ 
isrçf 77MZ"»-"H — ^^ -oT'^^q'i — ^^ 5 c"""V + ^tc. j 

et dont on tirera 

b 

O"^^ ' ' '■ ' ■ ■ I r I I ■ .. 

»... 771(771-1) „_„ . 77i(7n-i) (771-2) „ o „ . 

1*2 1*2*0 

Gn pourra négliger, vis-à-vis du terme 771a'""'*, ceux 
qui sont affectés de la quantité q , si cette quantité doit 
être une fraction assez petite ; on aura une première 
approximation que je désignerai par 9', etdontTexpres- 

b 



sion sera q' = 



TTia"*"**. 
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£n prenant un terme de plus dans le dénominateâr 
de l'expression générale de <jf ^ et ne négligeant que \e$ 
termes afTectés de q^ et des puissances supérieures , où 
aura 

b b 1 

9= ;r7;;;rrô^ =Z7::^^x 



On mettra dans le dénominateur du second membre^ 
à la place de ç , sa valeur cf , qui résulte de la première 
approximation , et il en résultera une seconde valeur 

' „ b I 



plus exacte que la première; on pourrait continuer de 
cette manière , mais je me contenterai d'ajouter à ce 
qui précède l'exemple donné par Lambert , auteur de 
la méthode. 

Soit 7î7=3 et aM b-rr^S^'/ZS^^ , on trouve que le 
plus grand cube contenu dans ce nombre est 45499^93^ 

cube de 55 j ; on a donc a^:=z^54ss^S^ > b = 374349^ 
et = 357. ^^ obtient ensuite 

, b „ b 1 

^:;=ËZ4^=349,53aax 
ba 1071 ^^ 

,.= *x-i-.=%^^ =0,9764* 

et par conséquent 
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a +/ =357,9764. 

Ce résultat est exact jusqu'à la quatrième décimale , et 
ron peut s'en assurer çn faisant a = 358 , nombre trè»- 
-approchant^ et duquel il resuite 

a^=4588!?7ifi, i = — 907© 

* ==_â8Z?=_8,445o65 
3 a 1074 

b 1 8,445oS5 -^ . 

j— - — = 2tiKi — = — o,023b = ç 



3a a "" 358 



^'^^^°^A = -^>oa359i=,% 



3 a a + ^' 357,9764 

ou 

fl + g" =357,976409, 

valeur qui s'accorde avec la précédente dans les quatre 
premières décimales. 

h 1 
Si, dan» l'expression a' = X '* 

on met pour o' sa valeur — -— - , il viendra 



9" = 



ma' 



â'où il suit 

V/^îï^^=a± ^^* 



a //ia'"±(m 1)6' 



formule à laquelle Haros, attaché au cadastre , est par- 
venu sans connaître le travail de Lambert. lien résulte, 
lorsque m=sa et m==5 , les expressions suivantes : 



ido 



COMËLÉMENt 



y soi 



i/a'±6-=ad=^^. 



7S. En faisant mrir } dans les quantités repréâentéei 
par A et par By à la page S5 , elles donneront, si a sur- 
passa h , des séries convergentes , au moyen desqueQei 
on obtiendra les valeurs approchées des expiressiona 



Il viendra 



ji=^ 



H i.flA^ i.fl.5. 8 M 
\ 3.6 a* 3,6.9.120^ 

1.2.5.8.11.14 b^ 



1 .2.5.8.11.14 ^ "ï 

' 3.6.9.12.15.18 a^ 3 



5 



lilb 



(lô 1.2.5y , 1.2.5.8.11 b* 

\5a 3.6.90*^ 3.6.9.12.15 ô^ 

1 .2.5.8.11 .14.17 i^ j^ > 
3.6.9.1a. i5. 18.21 a^ 'Ç 



6t en substituant ces valeurs dans les formules du n° 21^' 
on aura des valeurs approchées et réelles des racines de 
Téquation du troisième degré dans le cas irréductible. 

Ces séries n'étant convergentes que dans le cas où on 
a i <[ a , il faudra en trouver qui procèdent suivant les 

puissances de -r pour le cas de i > a , ce qui se fera en 

écrivant les binômes proposées , comme il suit : 



(i V/:-i +a)^, (_iv/_i +a)«. 



Or, 
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Or, 

puisque ■ . = — V — 1 "> de même 

_tv/=:r-H=(-.^)x-»^=r 

donc 

Les déyeloppemens des facteurs 

(x-.2v/=^r et (z + ^v/:=r)» 

te déduiront de ceux de 

I» ■ ■ 

en changeant - en -r; il ne restera plus qu'à multiplier 
les séries résullAntes par les facteurs 

Pour obtenir (^/-O", lor.qUe ;.^ ^ . fl faut cher-, 
a. h 
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cher la valeur de ( ^/ — i)^, et rélever ensuite àlapui»* 

•ance p. $oit^=2i:( V/— - 1 )' , ou , ce qui revient au même, 

jr=r( — i)^f ; en élevant les àetok membres à la puis-* 
•ance aq, on aura 

jf^=— *i ou y*^ -}- 1= o. 

Telle est l'équation d'où dépend en général ( {/ — i)ï; 
mais lorsque g est impair, une des valeurs de cette 

expression est égale à + V^— i ou à — \/ — i , selon 
que 9 est de la forme 4^+^ ou 4^ + 3 (28), parce 
qu'en faisant dans^ le premier casy=s — \/ — 1 , et dans 

l'autre y=4-v/ — 1, on trouve y''=y' — 1. Il suit 

1 

de laque (v/— 1)^= — V^^. En effectuant les cal* 
culs pour le cas où /»= J , on trouvera 

, } 1 1 a 1.2.5 a^ , i.Q.5.8.11 a^ 1 

-^— "^^ \3b'^ bX^ b^ ' 3.b-.g.ia.i5 F~®*^' { 

et on formera avec ces valeurs un second système d» 
formules qui donnera les racines de l'équation du troi- 
•ième degré, lorsque i>a. 

77. On a en général 



ka 



m 



C m(m — 1) i* , m(m-i)(m-2)Çm-^)b^ \ 






< t^ 
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On peut obtenir pour la même expression d'autres dé- 
veloppemens en séries dont la inarche soit plus rapide 
que celle de la précédente , et cela par un moyen fort 
simple. £n ajoutant Téqùatîojri 

(■+â)"= 

,a-^ & , yyiÇm— i) &* , m(m— 0(771— q) 5^ 



avec l'équation 



( 






m b , mCTn — i) b^ 771(771*— -i") f 771—2^ i^ , , 



il viendra 

(■+D" + (-D"= 

/ m(m — i)i* , m(7n — i)(7yi— 2)(77i— -5)&^ , v 
^V"^ 1 . a ?""^ 1.2.3.4 '^ ) 

et si on eût retranché la seconde de la première , on 
aurait eu 

\ia i.a.o cr / 

l'un de ces résultats ne renferme que les termes qui oc- 
cupent un rang impair dans le développement du bi- 
nôme , et l'autre ceux qui occupent un rang pair. Si 
inamtenant on ajoute l'expression de 
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(■+=)" +0-0" 



trouyée ci-dessus^ avec celle de 



déduite des séries du n* a8^ et qui serait 

(m(m — i)i* , m(m-i)(7n-a)(m-3) M \ 

i.aa*^ i.a.3.4 a* / 

U en résultera 

I 

la série du second membre ne contiendra plus que les 
termes du développement du binôme , pris de quatre en 
quatre , à partir du premier. 

Retranchant ensuite Texpression de 
de celle de 

(■+-î^)"+(.-y-)'. 

on trouvera 



DES'£LéMENS D*ALCÈBRi: l65 

( m(m-i) 6' , m(yH-i)(m-2)(m-5)(m-4)(^-5 )6^ , \ 

1 . a ^^ i . a. 3 .4. 5 .6 ^ + ^^"^7 

le çecond membre ne contient encore les termes du dé- 
veloppement du bînome que de quatre en quatre^ mais 
à paitir du troisième. 

■ • 

On tire de la- première de ces équation» 

et de la seconde , 

^\ 1 . 2 a^ ' 1 . a . 3 . 4 • 5 . 6 a^* ' ) 

Lorsque l'exposant m sera fractionnaire , lès séries cî- 

dessus ne se termineront point ; màir si la fraction - 

€st fort petite^ il suf&ra de joindre à la quantité... 

1-1 — j + ( i — ^ ) , un ou deux termes de la série 

qui vient après : on pourra souvent se contenter dé Tun^ 
ou de l'autre de ces valeurs : 

3 
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M 



-(■+D"-(-=)"+^- 

(.+^^^)-+(.-5/=r)-= 

On yoît par le signe des termes qu'on néglige , giie la 
ptemière doit être plus petite que la vraie valeur^ et que 
la seconde doit être plus grande. On reconnaîtra donc 
par la différence des résultats obtenus, le degré d'ap- 
pro^mation qu'on aura atteint. Toutes les formvdes pré- 
cédentes s'appliqueront à l'expression 

(rt + i V/^)"* + (a — i V^^)"*, 
iea les xpultipliant par a^. 

78. Si l'on prend la différence des expressions de 

I 

qu'on la divise par y — 1 , et qu'on y ajoute ou qu'on eo 
retranche le développement de 

(■+=)"-(-!)"• 

•n aura les deux équations ci-après , dont les seconds 
membres renferment les termes du développement du 



binôme « pris 4e quatre e^ qpuatre , à partir 4a second et 
du quatrième. 

i^{(>+-'^o"-(-y-)>('^)'( 

/mb m(m— 0(m^2)(m— S)(m>4) y , g^^,\ . 
^Via"'" j . 5) , 3 . 4 . 5 ^"'" y* 

pè:;(.+!/=T)-(,-y=T)-}-(.^)-,_ 

, ^m(m-i)(m—Si)iP,m(m—i)...(m 6) A' \ 

""^V 1 .a .3 «r»-* 1 .2 ... 7 ^ + ^*''7 

75. n est facile de déduire du développement de la 
•puissanee n du binôme , eelui cte la mêine p^i^sanc^ du 
po/ynome quelconque (a^-^+c^^+e-^i-etc). Po^ 
y parvenir d'une manière copèmode, je repréeento^ 
rai, pour abréger, le. ^év«I<^pçm?nt49 (o^)* p«r 

Si maintenant on «iiippo^e que & s^ change ^ub-^êj 
le binôme (a+i) deviendra le trinôme (a + i + c); 
et il faudra écrire dans le développement précédent 

(i+c), (i+c)% (ft+c)3, etc.' 

au lieu de i , &* , i^ ^ ^^^ On trouvera par ce» substitu- 
tions^ 

4 
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Ai 

3 



résultat qu'il est facile de continuer aussi loin qu'eu 
voudra. Soit donc Na^'^'b^' le terme général de (a+i)"3 
il se changera en Aa'*'^"'(i-j-c)"', et faisant v 

il deviendra Naf'-'^'i J^Ch'^'-^c? 



+ etc. 



En considérant avec attention ce développeinent, on 
remarque bientôt que dans chacun des termes qui le 
composent, la somme des exposans de^ lettres a, i, c, 
«st constamment égale à n , mais qu'ils ont d'ailleurs 
chacun en particulier toutes les valeurs qui peuvent 
satisfaifé à cette condition : de plus , on voit que le 
terme général , c'est-à-dire celui qui ne renferme que 
des éxpdsans indéterminés , a pour expression 

Je suppose encore que c se change en ( c ^- c?), et 
qu'on ait 
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en substituant ce développement au lieu de c^" dans le 
résultat précédent, on trouvera que le terme général 
de (a+6 + c-f d)** sera 



y 



NN' N" a"-"' b"*^-^' f^ff-nv jn9 

• Il est facile de continuer ce procédé , et on voit déjà 
que JS" d^" " ^'"' ei" étant le terme général du binom* 
{d-^ey ^ celui de (a-f i+c+d+e)" sera 

NN^ N"!^ a"*^' l^n'—n» QuO-^am Jii/t^n'lif ^n"'^ 

Il ne reste plus, poiir avoir chacun de ces termes géné- 
raux, qu'à substituer , au lieu des coefficient iV, N\ N"^ 
A'*', etc. leurs valeurs. 

Puisque N est le coefficient du terme a"""*' b^ , dani 
le développement de ( a -|- 6 ) , on a 

* 

-- 7i(n— .1) (n — Ti' + i)^,/;,, ,^ 

N=: — ^ ii yJi—JLfElém.iAi^. 

i.a n ^ 

Si on écrit au numérateur et au dénominateur tous 
les facteurs compris entre 1 et /i — n! inclusivement, 
la valeur de cette expression ne changera pas^ et on 
aura alors 



h^r^^" " : 

1. . a 71' X i . a .... 71 — n 

On déduira A^' de iV en changeant n en /i' et /i' en ;tf 
il viendra donc 

1 . a . . . /»''xi . a . . . /»'—«*: ' 



\ • 



on aura de mémo 



A 



V 
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1 . a . . , n' 
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1 . 2 . . . /i X 1 . a . . . 'i - » 

«r» ' • 3, .■.....• n, 

1 . a . . .71 Xi,-a . . . rr — n 

JEn faisant le produit NN^N^IS" ^ avec l'attention d'ef- 
facer tous les facteurs communs à-la=-fois au numéra- 
teur et au dénominateur y on troHve^a 

1.2.3 ' n 



i.a..(/i-7iOXi.2..(/i'-/iOXx.a..(^'-/i''OXi.a..C»'*-Oi-a^ 



vn ^— 71 — ^ 



Soit fait pour abrégera ti'' — ri"z=zT 

ri'" = t 

en ajoutant ces équations, il viendra 

p + 9 + r + ^ + 1 == 71, 
et l'on aura 

^ ' ^ "" gP &y c^ J^ e\ 

i.2...pXi-a.../jfXi.a..»rXi.a...5Xi-a...-î ^ 

pour le terme général dé (a-f- J-f-c + rf'-f"0" • ^® ^* 
il est facile de déduire celui de la puissance n d*un po-* 
lynome quelconque. 

Avec le terme général, on formera le développement 
cherché, en observant qu'il doit contenir toutes les 
puissances, depuis o jusqu'à n inclusivement, de cha- 
eune des lettres a^ i, c^ d^ e, etc. etquelasozmnedes 



• ^ 
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exposans dans quelque terme que ce soit^ doit toujours 
être égale à /i. Quant au coefficient numérique , la for^- 
mule précédente fait voir coQiment on Is déduit des 
exposans du ternie quil affecte. 

Pour donner un exemple , Je prendrai 

(^a + b + c + dy. 

En ordonnant le développepient de cçtte puiseance par 
rapport à une même lettre, je suppose que ce soit a, 
t on n'aura plus qu'à chercher tous les termes qui doivent 
contenir chaque puissance de a; la manière dont je 
vais former ceux qui sont affectés de a*, fera voir comr- 
ment il faudrait s'y prendre pour toute autre puissance.: 

Jt / • . 
ecru-ai 

a^l? a*V a^â> 

a" b^ c a" c" d 

a^yd d^ç â" 
a^b c* 
a^ b c d 
d'b d" 

Je ne m'arrêterai pas à former les coeîficîens ^ 
parce qu'il n'y a aucune difGiculté à cet égard , en se 
rappelant que toute lettre qui ne porte pas d'exposant 
est censée en avoir un égal à l'unité. 

Si n n'était pas un nombre entier positif, la condition 
exprimée parréquationp-f"7+''+«^+^+*"=^2 pourrait 
paraître difficile à remplir; mais on évitera cet inconvé- 
nient en donnant au polynôme a-f-&-^c-^£/-fâ-|-etc. la 
forme d'un binôme (a-f"*^)"* dans le développemeiit 
duquel on substituera, au lieu des puissances du jc, qui 
seront nécessairement positives iet entières^ celles du 
polynôme i-J-c-f d+e-f-etc. 
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80. On pourrait faire usage des formules précédentei 
pour développer rexpression 

(a 4- bx+ cx^ + dx^+ )« 

aiiîva'it Ips TMi'ssaTices de x; mais on y parviendra d'une 
ma ùère plus simple , en supposant 

j4 ,B , C, D ,etc. étant dçs coefficiens indéterminés, ce 
qui donne aussi 

tt faisant pour abréger 

û + ^J' +0'' + ^/^ 4" •••• =^* 

on trouvera 

i/n t;» ^ ^(j:—^^) + C(.r*— y) 4^ D C g'^— y) -^ etc. 
w — V b(^x--y) 4- c (x^— y-') -|- d (c^ j^ ) . etc. 

Les deux termes de la fraction du second membre de 
cette équation sont divisibles par x-^y ; en effectuant 

la division , on trouvera 

* 

B + C(x^'y)+D(^x^ + xy+y'') + ètc . 
b^ c{x-j-yy^rd («ï^ + ^J^-f/O -f- Çtc- 

Si on fait x =zy , on aura en même temps v = v *, et 

le développement se réduira, dans cette hvpo- 

■^^ u — y- 

thèse, à nw"'* , quelle que soit n , ainsi qu*on le con- 
clurait facilement du n® 72, etTéquation précédente 
deviendra 

^ * -r -r -^ A -I-2CX + 3ûtr=* -j- etc. 
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maid 



^ 4- 5x J Cr» 4- Doc^ + etc. 
a -j- bx' -f- ^^-ï^ + ^«^ + 6tc. 
par rhypothèse ; on aiira donc 

nÇ^A+Bx-^- Cx^-^Dx'^+etc.y _ B+^Cx-^Dx^^ etc . 
a -fZ>x+ coT* -j- dx^ -|- etc. è-j-acx-j-âdx^'j^ .... . * 

et chassant les dénominateurs, 

/f4-^x+Cx^+Dx'^4.£a4^etc.)(i+2cx4 3^x*+4«xHetc.) = 
i£+!iCx+dDx^+4Ex^+etç.Xa+bx+cx^+dx'^+ex^+etc.): 

faisant les multiplications indiquées, il viendra 



nbA-\~ n6^|x+ nbC 



^2ncj4 



-^0.110 B 
'•\-ZndA 



c^+ nbD 
+3jidB 



'aB-^ aaC 
+ bB 



x+'SaD 
+ 2bC 
+ cB 



x" + 4aE 
+ 36Z) 
-j-acC 
+ dB 



x'^+ nbE 
-^2neD 
'■\''5ndC 
+4tieB 
+5nfA 

r3 +5aF 
^4bE 
-f 3cZ) 
+2dC 
+ ei? 



x^+etc. 



jr^+etc. 



En comparant les coefiiciens des puissances homologue» 
de X , on trouvera 

aB=nbA 
iàaC={n-^i)bB+tincA 
3a/>=(n-2) bC+{<3Ln'^i')tB+ZndA 
4a£:=(7i— 3)iZ)+(2;i— a)cC+(37î--i)d5+4nc^ 

5aF=(7i^4)i£+(a/i-.3)ci:>+(3n— 2)dC+(47i— i)«4+5/i/^ 
etc. . 
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jni_Qm ..j a'"-*/ H ^^ i a""-» J^ -f. etc. 



1 1 . a 



i 1 , a ' 

rf"'=c«H c"r»<f-| i^ ^ c^-«/*-^- etc. 



1 1 . a 



/H.— /^i^H^m-iJ^ ^C^— O jr^m^J>^^t^^ 



1 1 . a 



En ajoutant respectivement entre eùk les premiers et lei 
seconds membres de ces équations , effaçant les termes 
communs aux deux sommes, et transposant a"* dans la 
première , il viendra 



m 



Im^aT— — / (a'"->+i"»-»+c"»-*...+/t'"-0 



1 



1 • a • o , 

+ etc. 

c+ô +c + /f + ^ =»5i 

a'"+è'"+c"» +A'"+/'^»=5„ , 

on aura 

a +b +c + k =5x — / 

a^^b^ + c^ -|_/eft=^a— Z» 
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tèt d*àprès cette notation', Féqttalioji (i) se changera eià 

Ce résultat contient une relation entre les ^ivejâes 

éommes Si, S^y Sm^i , et fera connaître U desr-* 

nière lorsque les autres seront données. 
Supposons d'abord m = i ^ il viendra 

2-..£i=<f(5o— /*); 

bn aura donc 
ott bieii 

ainsi qu'on l'a obtenu n* 228 des Éiémens. 
' Faisant ensuite mr=: 12 , on aura 

et en mettant — -r— pour 5» — /° , on trouvera 

Z»^a'=a/(5, — /)+J(/— a), 
d'où 

6| :=i ■ * ' ' ., — ' ., — '" ■ î 

a J' ad 

et comn^c / — fl + /=:n<r, on obtiendra 

a. M 
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S,- , 

de même que dans le numéro 223 des Élémens.^ 
La supposition de m=3 donnera 

substituant dans cette équation pour So — /° et»Si — /^ 
les valeurs trouvées ci-dessus , elle deviendra . 

•et donnera 

Il est facile, en continuant ainsi, de parvenir aux 
valeurs de 5^, S^, etc. 

82. Thomas Simpson a donné aussi un itioyen très- 
eimple pour obtenir immédiatement la somme des puis- 
sances semblables des termes de la progression pai diffé- 
ven'ces , et qui revient à-peu-près à ce qui suit : 

La somme des premières puissances étant o=i-^ » 

Revient- 71* *| n, lorsqu on met pour / sa va- 
leur a+(7i— i)rr-, Tanalogie porte à conclure de là 
que -la somme des puissances du degré m peut être ex- 
primée par 

jin'^'^' +Bnr' + Cn«-* ^,Mn , 
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ïes lettres A^B,Cy, , . , M y désignant' des quantités in^ 
dépendantes de n ; on aura donc y dans i^ette hypothèse ^ 

"Mais.si Ton augmente la progression proposée du terme 
c-f-TicT consécutif à a -f- (« — i^ ^ ^ le nombre des 
termes deviendra alors 7i+ 1 , et substituant ce dernier 
au lieu de n dans le premier membre de Téquation ci- 
dessus , on trouvera 

^(;l-f-^)«■4-l-|.^(n^.l)«+C(7^+l)'«-^..'+Â/(7H-^> = 

retranchant de cette dernière équation celle qui, pré- 
cède, il viendra 

En dévelqppant les deux.membres de ce résultat , et ea 
les ordonnant par rapport à n > il prendra la forme 

« ^ A nr+ ^ ■ ^ Anr*'^^ ^ ^ ^ ^ ^A if"* + etc. 

i i . a : * 

..... ^ Cn«^ + etc. 

1 ' 

' - ■ .-^ 

ïlgalant entre eux les coeOiciens des termes semblables 
de chaque membre, on aura 
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83. Je né pou^erai pas plus loin ces valeurs , m^« 
j'en ferai Tapplication à la progression formée par l4i 
suite naturelle des nombres 



i 1 • 


a . 3*. 


. . • 


n. 


Dans cette progression ^ 


r 






C=l, 


/=;=».. 


h 


=n 


et par consécpient 








^0=^ 


rt 

ï 






c n^^-n 


n(.n 


+1 


) 



4 » 



b 1 . a . 3 

5^ — 4 — =-~T~ 

etc. 

I 

84* Au moyen de ces formules, on peut trouver la, 
somme de toutes les progressions dont le terme général 
6st exprimé par des puisrâoéa (tisûètes et ptfûûvc^ 

ÀÙJI. 

En effet, si le terme génréral d'tîAe série était ahP,ii 
quantité a ne changeant point , il est évident qde ïi, 
fomme de cette série , dont chaque terme se tire de l'ex-? 
pression a n^^ «n faisant successivement n=i , iK^sSà^ et&c 
«erait 

iP , a+a^.^4.3''. a + ^ .a +nPa 

= ( iP ^hP+5P+4P .'. . ; . +/iP) a=aSy. 

Il suit de là que la somme de la série dont le terma 
général est anP'^bn'' ^ a pour expression aSp^bS^; 

5 



1 
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car chacun des termes de cette série est la somme des 
termes qui se correspondent dans les série9- dérivées de 
an^ etdebn^. 

Enfin le terme général étant anP + in»-— cra', h 
lomme sera o Sp -|- & «9^ — cSr, puisque chaque terme d9 
cette dernière suite est égal à la difFérence entre les 
deux termes qui se correspondent dans la série dérivée 
de an^^bn^ , et dans celle que donne cn^y etile^t 
évident qu*on doit obtenir le même résultat en faisant 
la soustraction terme àterme^ ou en prenant la différence 
des deux sommes respectives. 

85. Soient pour exemple les suites 

n 



J «s I O «il»*»**" 

^ I 



1 .0. 6 .lo 

I . i{ . 1 o . âO 

etc 



nÇn 4- i') 

1.3 

1.2.3 



qui contiennent les coefficiens des termes du dévelop- 
pement des puissances négatives du binôme , et dont 
les termes généraux sont les coefficiens relatifs alapuis-^ 
sance — n. 

~ La première est la progression par différences dont le 
terme général r= n , et est égale par conséquent à 

n* -' n n ( w + 1 ) 

La seconde , dont le terme général est 

n(7l^l) 71* -1-71 
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peut être considérée comme la moitié de la somme des 
âuites 

1+4 + 94-16. +71» 

i+a + 3+4 + 'ir 

La somme de 1 une étant 0»=^= ^; — ■— , et celle de 

if o 71* + ^ 

1 autre 5i= ^ — ^ on aura 

^ . ' • "^ ■ 

fl ET 1 . fl . 3 

La troisième suite proposée^ ayant pour terme général 

n(7l+l)(n + 2) 7l' + 37l*+2 7l j, 

«2^ — ! — ^ % — i. = ! — - — , peut se decom- 

1 .2.3 6 . 

poser en trois autres ^ dont les termes généraux seront 

respectivement 7.- , -3- , -^ ; et u est aise de voir que 

bob 

S3 
les sommes de ces suites auront pour expressions -7- ^ 

-7T^ , "fi^ > ®^ T^® P^ conséquent celle de la suite 

proposée sera 
>Ç^+35»+a5, _ n<+6n3+ii7t*+6yt _ yi(yi+i)(n+aXyi+5) 

6 *y" ^4 1.2.3.4 

Les suites que je viens de sommer font partie de 
celles qui sont comprises sous la dénomination de nombres 
figurés y à cause de leur rapport avec certaines figures 
de géométrie. On voit que la somme de chacune est 
la même chose que le terme général de la suivante; 
ensorte que la seconde est fprmée des sommes par- 
Itielles de la première > la troisième Test de celles de la 
seconde ^ et ainsi des autres. 

4 
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Des séries récurrentes. 

86. On a tu (^Elém. 1235) la progression par qiHh 
tiens. 

(1 + ^7 + ^9* + o,q^ -f- etc. 

naître du déveteppemeirt de-kfi'acLlau -! ; ceci conh 

1 — ^ 1 

duit naturellement à examinei; les séries qui peuvent 
résulter du développement d'une fraction quelconque, 

Supposons d*abord qpi'on ait ïa fractftuL ■ ; j/ ; peur 

la développer, on peut se servir de la formule du binôme^ 

puisque ' j^y ==<*(«' + 4'a:)'"', ou. bie/i enecnra 

supposer que 

41 •4' b X 

les lettres ^, B, Ç, etc. désignant de^ coeffidens indé- 
terminés. En multipliant les deux ipembi es par o^ -|- Vx, 
et passant tous les termes dans un seul, on aura 

a' A-^a'B x + afC xr'-^d D a? + etc. \ __ 
^a + VA -i-b'B +b'C +etc. J"^°' 

cette équation devant avoir lieu , quelque valeur qu'on 
donne kx,û faudra égaler séparément à zéro les coeifi-* 
çiens de chaque puissance de a: , ce qui donnera 

a'A-^a zzzoï [A=s -7 

Il ""^ 

l j a 

d:D + b'Ç=o\ ID — '-'-^C, 

^c. J ' l etc. 
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et ott yoit que chaque coefficient de x , de la suite» 
^ -+- Ba: 4- Cod^ + Do[^ -f etc. est formé , dans le cas 
actuel de celui q^i le précède , multiplié par la quantité 

r— -7, OU que chaque terme est le produit de celui qui 

b'x 
le pirécède par — -—r- 

Soit encore 

L/ ?^u i^f . r=zA + Sx+ Car» + Dcç^ + etc. 

en opérant sur cette fraction comme sur la précédente , 
il viendra 



^a + VA 



X'^ct C 
+ VB 
+c'A, 



^c'B 




= 0; 



et on aura par conséquent 

€lA — a=a 

a'B+VA — bz=io 

€/C+VB + c'A=o 

(^D+VC+c'B—Q 
etc. 



•d'où 



A = 



\B = 



C=: 



\D 



.etc. 



a 

b — b'A 
a' 

a' 
^dB — b'C 



Ici chaque «oeifici«at, à partir du troisième , est déttr- 
niinéparies deux qui lé'précèdent, multipliés respecti'. 

ventent par les quantités — ■J> — -jt et par conséquent 
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chaque terme de la série se forme des deux précédenS| 
multipliés respectivement par — --7- , — — 7-, 

Enfin soit pour dernier exemple 

on trouvera dans ce cas que le coefficient d'une puissance 
quelconque de x dépendra des trois qui le précèdent , 

multipliés respectivement par les quantités — -7 , — -7 , 

y 

— --7 , et qu'un terme quelconque de la suite sera formé 
par les trois précédens , multipliés respectivement par' 

Il est facile de conclure des exemples ci-dessus, qu'ui» 
fraction rationnelle de la forme 



a -f- A j: -|- cr* + P-^ 



m— 1 



f^m > \ 



engendrera une suite dans laquelle le coefficient d'un 
terme quelconque dépendra d'autant de coefficiens pré- 
cédens qu'il y a d'unités dans le plus haut exposant du 
dénominateur. Il faut cependant observer que cette loi 
n'a Heu dans la série qu'après autant de termes qu'il s'en 
trouve au numérateur. 

. , o' ^ c' b' 

Les quantités -^~,.... — -7, — -7, -^-7 , par 

a a . a a 

lesquelles il faut multiplier le s coefficiens des termes qui 
précèdent celui qu'on cherche , portent conjointement 
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le nom S! échelle de relation; et la relation constante qui 
existe toujours entre un même nombre de termes consé-' 
cutifs de ces séries, les a fait appeler ^ene^recMrre/iie^, 
On peut se proposer pour ces séries , comme pour les 
progressions^ les deux questions suivantes : 1®. Déter- 
miner l'expression d'un terme quelconque, indépen— 
dominent de ceux qui le précèdent y ou le terme général, 
9?, Trouver la somme d'un nombre quelconque de termes 
de ces suites, La deuxième question est la plus facile à 
résoudre ; aussi commencerai-] e par celle-là. 

87. Soit A^B+C-{-D +H+I-{-K + L; 

une série récurrente , dont chaque terme ne dépende 
que des trois qui le précèdent; cet exemple suIHra pour 
montrer comment le procédé s'appliquerait atout autre . 
loL nature de la série proposée fournira les équations 
suivantes : 

pA + qB+rC-^sD^=:o 
pB+ qC^rD+sE — o 
pC +qD+rE + sF=zo 
pD-^qE+rF+sGz^o 



pH+q J +rK+sL = o. 

En prenant la somme de ces équations, il vien- 
dra 

p(^Jl+B+C+D +H)-^q(iB+C+D..,+ J)) 

+ r ( C+D ^K)^s{D. +Z) S ' 

et si on désigne par^la somme de tous les termes de la 
fiérie proposée , on aura 
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d'où on tirera . . * . . • . fz=t 

P+q+r+s 

On voit par conséquent que la somme demandée ne dé« 
pendra que des trois premier» termes et des troia der-« 
niers. 

88. La même méthode , due à Thomas Simpàdn , fait 
connaître aussi la fraction d'où la série proposée tire 
•on origine. Il faut pour cela considère!* cette série 
comme indéfinie , c'est-à-dire , faire abstractiôil des dcr-^ 
niers tenues. Dans cette hypothèse^ le noit^e dea 
«({nations 

pB + qC 4- rD + sE = o 
pC+^D + rE+sF^zo 

pD + qE+rF + sG = B 
etc. 

devient illimité ; en les ajoutant ensemble on a 

p(^A+B+C+D+etc.)-j^q{B+C+D+etcO) 
+r(C+i>+etc.)+^(Z>+ etc.) \ 

ce qui donnera 

si on représente par /la somme de tous les termes de 
la série continuée à Tinfini , ou , ce qui revient au mêriie, 
la fraction qui l'a produite par son développement. De 
cette équation , on tire 

qA + r{A^B)+siA + B + C) , 
■^ P+q + r+s 

§oit , par exemple , la- série 

;-|^aa?+8a;?"+a8x^ + iQOj;r^4'etc, 
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« dans laquelle cba^e terme, est formé des deux précé-r 
dens, multipliés respectivement par a a;* et par 5x , 
comme on peut s'en assurer en remarquant que 

8x*=ii Xax»4-a^x5a:,28x3=2xXax"4-8x"x3a:, etc. 
on aura 

>^=i, ^ = 2iç, C=8a^,JD=fl8x3,etc. 

Eh=:siod^B^ZxC >ou<— îw?* ^— 3xc4-i>=o 
etc. j (etc. 

ce qui donne 

p = — a a?*, 9 = — Zxy r.= ï, 5 = 0, 

^ 1 — 'X 07—1 

et si on développe en effet cette fraction^ on retombera 
sur la série proposée. 

.89. On peut, aussi tirer du n** 86, indépendam- 
ment de la considération de Tinfini^ Texpression de 
la firaction génératrice d*une série recurente. Dans ce 
numéro Téquation 

7TnÈ^7P=^+^-'+<^*"+ etc.- 
ayant conduit aux suivantes : 

dA — azrzq 
dB^VA—b=o, 

€1^^ oX 

ai on substitue dan$ la fraction , , ,/ , — r-r , les 

valeurs de a et 4^ i dQiUiéçs pa^ ces équations ^ pn 
obtiendra 
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V c 

et si on fait -7 = cf'^ ^=p'> on atira 

Ici la fraction générartrice ne contient plus que les coe^ 
ficiens des deux premiers termes de la série proposée^ 
et les deux termes de 1* échelle de relation dei coel&- 
ciens^ de cette série pour lesquels on a 

p'A + q'B+Cz=zo 
p'B +qC + D = o 
etc. 

Dans l'exemple du numéro précédent, 

A-=:zi , ^ = 2, 
p'=— 12, ?'=— 5, 

et par conséquent 

/^onlme ci-dessus* 

On construirait de même des formules pour re-^ 
trouver la fraction génératrice des séries récurrentes 
dont Téchelle de relation contiendrait un plus grand 
nombre de termes. 

Ce qui précède suppose que la série proposée soît 
ordonnée suivant les puissances d*une même quantité 
»', si Ton avait la série numérique 

1 + fl -f 8 + û8 -f- lôo + etc. 
il faudrait prendre à sa place la suivante : 

i^2x -^ 8x^ + 280:^+ 100 a;^ -4- etc. 
qui rentre dans la série proposée , lorsqu'on fait a:= 1. 
£ji rapprochant ceci de l'expression de Sm^ , obtenue 
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û* 5 , on verra que les sommes Sm-^i , ^m-^a > Sm+Sy etc. 
des puissances des racines d'une équation algébrique, 
font une suite récurrente ; et on trouvera facilement la 
iraction^dont elle dérivé. 

90. Passons maintenant à la seconde question^ qui a 
pour objet la recherche du terme général. Pour donner 
une idée de la. manière dont elle peut se résoudre , 
examinons quelques-unes des séries récurrentes les pluii 
simples. La première est celle qui tire son origine de 

la fraction , ., , et qui revient à une progressioH 
géqpiétrique dont la raison serait 7- , et le premier 

terme -, ; il est facile de voir, d'après cela (^Élém. 23 1), 

que le terme général , celui dont le rang est marqué 
par n , doit être 



a\ a! ) a » 



le signe supérieur ayant lieu lorsque n — 1 sera pair , et 
le signe inférieur dans le cas contraire. 

On donnera à ce résultat une forme plus simple , en 

faisant -, = «t , — r= a\ 1a fraction proposée ^ la 

série qui en dérive et le terme général de cette série 
(leviendrônt alors 

« 

*> — f -f- /o — " eïc. et — 



91. Vient 'ensuite la série qui résulte du dévelop- 
pement de }a fraction ,^T, /^^ -, fraction qu oa 



^ 
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peut écrire cohime il suit : ^ r? faisant, jiour 

abréger, ^ = *, p=^, ^=*'> 7" = ^» «^^ »• 

thangera en , \^ -j. Sip et </ déaignentles deux 

xacine3 deF^uation du second degré sf'^fif X'^r^:=o § 
la quantité x^-ff-S^ x^ài! sera le produit des deux fao- 
teurs X — p et 0? — q\ on aura donc 

Il est naturel de penser qu'une fraction dont le dého-* 
minateur est composé de plusieurs facteurs simples^ 
peut résulter de la réduction au même dénoniinAteur,«t 
dé Taddition des fractions ayant ces facteurs simples 
pour dénominateurs ; et c'est ce qui se voit de la m»* 
nière suivante. On suppose 

«4-/307 P . Q 

(p — oc) {ci — x) p — X q — X 

P et Q étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes de j: ; en réduisant au même dénominateur Ut 
deux fractions du second membre , on trouve 

^ + ^x=^(Pq+Qp)-(^P + Q)x, 
ce qui peut avoir lieu , quel que soit a? , si ct=z{Pq^ Çp) 
et ^==>— (P+Ç) j et pour remplir ces conditions, il 
suffit de déterminer, parles équations ci-dessus , les 
quantités P et ^ : on trouvera 



p_ A + pfi Q~±±îï 

p—cf ' ^ ^ p — q* 



Au 



\ 



t>ES£LÊMENS d'algèbre. I93 

Au moyen de ces valeurs , on aura 

ct+gx ^ P . Q , 
«fc'-f-g'x+JT* p — ^x * q—x* 

et comme chaque fraction du second membre peut se 
développer dans une série ordonnée suivant les puissances 
de X, il s'ensuit que la somme des termes qui se cor- 
respondent dans ces. séries, sera égale au terme qui 
occuperait le même rang dans la série résultante de 
la seconde fraction; le terme général. de cette dernière 
s'obtiendra donc en ajoutant ceux des deux premières^ 

qui> d'après ce qui précède, seront — —^ ^ ^ . Il 

r 7 

suit encore de-là que la série résultante de deux pro- 
gressions par quotiens , ajoutées terme à terme , est ré* 
currente. 

ga. Dans le cas où on aurait p=^, c'est-à-dire, où 
les deux facteurs du dénominateur seraient égaux entre 

eux , on ne saurait décomposer la fraction -7-7-S : 

P Q 

en deux autres de la forme , — -^^— , car on trou- 

^ p X p— X 

verait 

p^_îL±£^ o=îL±Zf. 

' -^ G ' 

et on voit que cela doit être ainsi , parce que les deux 

P . . 

fractions , — ^ — , s'aj outant immédiatement , ne 

p — X p —■ X 

peuvent donner qu'un résultat, semblable à chacune , 

et non pas semblable à la fraction proposée : il 

faut donc alors tenter une autre décomposition. On voit 

d'abord que la fraction r r- équivaut aux deux sui- 

{x—py 

ÊÊ Qi'1* 

vantes : ; rr , 7 r-.et que la dernière, en s'écri- 

(^— F) C-^— p) 
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Yant ainsi : — X revient a 

X — p X — p 



x^p \ x^pj 
puisque 

x^p x-^p 

on tire de la 

(p — x)* p — x' 

Nous voilà donc parvenus à substituer à la fraction pro- 
posée deux autres fractions dont les numérateurs sont 
indépendans de x. Le développement de la première est 

(*+/3p)(p-x)-=î^^^(^i +- +_+^+etc. j 

série dont le terme général est évidemment 

(«t + iSp) n x"-^ 

et celui de la seconde fraction étant exprimé par 
, il en résultera 

p 

pour le terme général de la série donnée par la fraction 

<t +j6 x 

i^-pr 

93. Il me reste encore un cas à examiner, celui 
-ou les racine* de Téquation x*4-i2'x + flfc'=o sont 
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Imaginaires. Les facteurs x-^p etx q devenant ima- 

ginaires, le terme général — ;; \^ n ®® trouve 

r * H 

compliqué d'imaginaires ; mais qui ne sont qu'ap- 
parentes , et se détruisent mutuellemeiit , lorsqu'on 

réduit les quantités — ;p- , ^ ^ , au même dénomi- 
nateur ^ et qu'on développe les puissances indiquées. En 
effet , si on met pour P et Ç les valeurs trouvées précé* 
demment , qu'on rassemble les termes multiplies par fi 
et ceux qui le sont par et , on aura 

(^p^q)p- + (p-> q)q- 

or , quand petq sont imaginaires , ils peuvent être re^ 
présentés par 

a + 6 V^~ et a — 6 V/~> 
ce qui donne 

p — q = Qb]/~, pq=a^ + b\ 
et les quantités • 

pffi ^qn-^ — ç^a + b V^Y'' ~ (a— i / "7)""' ^ 

deviennent alorsdelaforrtjpi^t/ — i et a/?' V^^^ (aS); 
substituant ces expressions dans la formule ci-dessus^ 
elle se changera en 

\b(^a^ + b^y ^ b (a=- +b"-)^'J 
résultat réel. 

g4' C'est en décomposant ainsi la fraction génératrice 
en d'autres fractions plus simples ^ qu'on peut arriver aa 
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ternie général de la série récurrente qu'elle produit, et 
ijui par-là se trouve.décomposée elle-même en suites ré 
fcurrentes d'un ordre plus simple. Il faut que les fraciâoni 
partielles, dont l'ensemble représentera fraction pro- 
posée , aient des numérateurs constans , et pour dénomi- 
nateurs les binômes qu'on obtiendra en cherchant le« 
facteurs simples du dénominateur de celle-ci. Ces feo- 
teurs se tirent des racines de l'équation que donne !• 
dénominateur de la fraction proposée , égalé à zéro ; 
et les numérateurs peuvent s'obtenir parla méthode deâ 
coelllcicns indéterminés, conmie dans l'exemple du 
numéro 3 1 \ mais quand on rencontre des racines égales, 
la forme des fractions partielles éprouve dea modifica- 
tions analogues à celle qui a eu' lieu dans le numéro 92; 
et lorsqu'il y a des racines imaginaires , on met le terme 
général sous une forme réelle , en le développant , de 
même que dans le numéro- précédent. Tout cela exige 
des détails dans lesquels je ne saurais entrer; j'obser- 
verai seulement que la recherche du terme général 
d'une suite récurrente est comprise dans celle du terme 
général de la formule du n* 80 , puisque la frac- 
tion 

fl + Jj: -f- ex* ". . . -f-px' 



,m-i 



revient à 

et que par conséquent la méthode dont on s'est servi 
jusqu'à présent pour trouver ce terme général , est très- 
indirecte. La résolution des équations qu'elle exige 
introduit dans l'expression demandée , des quantités irra- 
tionnelles qui ne doivent point y entrer : la réduction 
de toutes les parties de cette expression au même déno- 
minateur, et l'emploi des formules relatives aux fonc- 
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tion5 symétriques des racines des équations y feraient > à 
la vérité , disparaître les irrationnelles ; mais il n'en ré- 
sulte pas moins que la résolution des équations est ui^e 
dii&çulté étrangère àla recherche du terme général d'ime 
•érie récurrente. 

La théorie des suites est une des branches les plus 
importantes et les plus étendues de l'Analyse *, elle réunit 
les parties élémentaires aux parties transcendantes * mais 
c'est principalement dans celles-ci qu'elle est d'une ap- 
plication plus fréquente , et elle leur doit aussi ses prin- 
cipaux accroissemens. Rien n'est donc plus inconvenant ' 
que de la morceler , ainsi qu'on le fait presque par-tout, 
çt j'avoue que je me serais abstenu d'en parler, si je 
n'y avais pas été forcé pour éviter le reproche de 
n'avoir pas rendu cet ouvrage aussi complet que ceux 
qui existaient auparavant. On trouvera d'ailleurs tout 
ce qui . concerne la doctrine des séries , à la suite du 
Traité du Calcul différentiel et intégraldéyk cité. Je ter- 
minerai ce sujet en expasant succinctement la méthode 
que Lagrange à donnée dans les Mémoires de V Aca- 
démie des Sciences de Paris , année 1 772 , pour recon- 
naître si une série proposée est récurrente. 

95. Soit S:= A-^- Bx + Cod^ -|- Dj? + etc. unt 
suite dans laquelle les quantités A y B yC ^ etc. désignent 
des nombres donnés : si cette suite est récurrente , elle 

doit résulter du développement d'une fraction ration- 
nelle (88). Je suppose , comme dans tout ce qui précède, 
que le plus haut exposant de x y dans le numérateur de 
cette fraction, soit moindre d'une unité que dons Id 
dénominateur, si le contraire avait lieu, le procédé 
même nous le ferait connaître , ainsi qu'on le verra plus 
bas. 

On cherchera d'abord si la série 5pe;ut être ledévelopr 

3 



198 COMPLÉMENT 

pement de la fraction ——7—, et pour cela, onfcm 

Sz=z — -— — - : d'où il résulte 
a -f- bx 

1 a^bx a , b 

ce qui montre que le quotient de Tunité divisée par I4 
série ^, ordonné par rapport à x, ne doit renfermer que 
deux termes seulement , lorsque cette formule vient ea 
effet de la fraction supposée. 

Soit pour exemple 

5= 2 + 4j: + 8x» 4. i6a:3 ^ etc. 

on fera la division comme il suit , en prenant 2 pour 
le premier terme du diviseur : 

2 4.4x^8x'*-(- 16x5 + etc. 



X 



— 1 — zx — 4^ " 8jc^ - 160:^ — etc. 
4- 2 a: + 4a:* + 8^73 4. 1 6x4 4. etc. 



on aura 



P = i, 7 = — 1 et — ==i— x. 



d*ou on tirera facilement 

S =' 



i — 2 X 

Si la division ne se termine pas ainsi au second terme, 
la série proposée ne sera point le développement d'une 



a 



fraction telle que — -— 7— ; il faudra essayer alors si elle 

Cl "4 ^x 

ne vient pas d'une fraction de la forma — r-v — : ^^ 

^ a4 ax+ car 

dans cette hypothèse , on aura 

1 a -\- bx -{- ex^ 
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Si on effectue la division indiquée dans le second mem:- 
bre, et qu'on ne la pousse que jusqu'à ce qu'on ait un 
quotient de la forme p + ?^> ce qui arrivera après deux 
divisions partielles , il y aura un reste qu'on pourra re- 
présenter par a" jc* ; et il viendra par conséquent 

ce qui prouve que le reste de la division de \ par S sera 
divisible par x*. Si on désigne par SxO^ y ce reste, qui 
sera une série de la forme 

^iX* + Byp:? + CiO^ + etc. , 
on aura 

d'où il suit 

5, __ a' f! _ d-^h'x 

3r~o'+6'x' "Sr a" ' 

et 

S a' ,1' ^ 

en faisant la division indiquée dans le second membre; 

S 
Ainsi -7- doit donner un quotient de deux termes ^ comme 

on Ta obtenu plus haut pour -; et des deux équa- 
lions 

on tirera 

I 



5 = 



3C^ 

p -j^qx -j ; 

Pi + 9i^ 

4 
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réduisant cette fraction , il viendra 



Sz= 



Px + q^x 



(jj+qx) (pi+qix)+x^' 
Supposons ' encore que Ton n*ait pas . exactement 
-^ = pi + (/i j; : il faudra faire alors. 
^_ a' +h'x + c'oc^ 

et en opérant comme dans les cas précédons , on trou-< 
vera 

1 _ a^bx+cx* ^ (Lx^ _ , a"x^^b"o[^ 

S~ a'+b'x+c'x^ —P+^^+ a'^b'x+dx^ ' 

La série qui reste après qu*on a poussé la division dans 
^jusqu'aux deux premiers termes p-j-qx, étant divi- 
sible par a^, poujora être représentée par 5iX*, ensorte 
qu'on aura -^ 

1 , , .Ç.x-* , .■ a''x*-i-b"3r' 

ce qui donnera 

£l— _f! + *!£_ ^^ _ a'+b'x+c'x'^ 
S~a'+b'jç+cx^' S,~ a"'\-b"x * 
et 

en faisant la division indiquée dans le second méi^bre^ 
et s'arrêtant au deux premiers termes du quotient. 
Cette dernière expression montre que la division de S 
par Si , poussée de même jusqu'à ce qu'on ait un quo- 
tient de la forme pi-^qiX, laisserapour reste une sénie 
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divisible par cç^ ; et nommant S% oc^ cette série , on zxa^ - 

d'où 

combinant les équationa 

^ = Pt + <7a ^, 

que Ton vient d'obtenir , on en déduira 

pour la fraction génératrice de la série proposée. Il se- 
rait facile maintenant de pousser plus loin Topération » 
si la division de Si par Sa, ne donnait pas un quotient 
exact, et on doit voir qu'elle conduira toujours , comme 
ci-dessus , à un nombre £ni d'équations entre 5 , 5|, Sm, 
S3 , etc. desquelles on déduira l'expression de la frac- 
tion génératrice. La règle à suivre dans tous les cas 
peut s'énoncer ainsi : Divisez l'unité par la série pro^ 
posée S , jusqu'à ce qu'il y ait au quotient deux termes 
tels que p + ^^> ^^ désignant le reste parSiX*, diviser * 
S par Si , jusqu'à ce qu'il y ait au quotient deux termes^ 
comme p, + qiX, désignant encore le reste par S*x*, 
divisez Si par Sa , jusqu'à ce que vous trouviez un quo^ 
tient de la forme p» +<I»x et ainsi de suite. Si la série 
proposée est vraiment récurrente , vous arriverez etifin 
à un quotient exact, qui pourra être représenté par 
p^-J- ^mX» Il vient alors cette suite d'équations: 
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f 









= Pn + qnX 





s- ' 






d'où 
on ' 


p.+9,x+— ^ 


tire 





96. Pour appliquer la règle précédente à la série dëi 
nombres 1, 1 , 5, 7, 18, 47 > ^^3, Saa, 843, 2207, 
6778 , etc. par exemple , on lui donnera la forme 

+ 3a2X^ + 843x» + etc. 
«n aura 

p + ?^== 1 — ^> 

— 6210:^ — etc. 
p, + 9i^=— «+7'3:^> 

P» + ÇaX = 4 — 8x, 

»S3=r-*-5 — i5x — 4^-^* — io5x^ — etc. 
et enfin ps -f ^3x^=7^ +7^x , sans reste. Formant alort 
les équations 

Sx 1.1 ^ _ 1 



^3 


" a 




1 








S, 


1 

JO 


+ 


I 
10 


X 


9 








1 




1 

• 





— sH-ï-E+-^ 1— xH — ^ 



DES ÉLÉMEIfS 1>*ALG£BRE. Sû3 

on trouvera 

1 — 3a: + x* 

Le numérateur étant d'un degré plus élevé que le dé« 
nominateur , on peut oter un entier de la fraction , et 
il viendra 

5 =— a:— .2-4 =-^ — -. 

^1— 3x + x* 

d'où on voit que la série proposée est la suite récur- 

re!!te produite par la fraction proprement dite .... 

3 *"~ 7 oc 
^ ^ - , à laquelle on a ajouté les termes — a et 

— X \ aussi dans la première , la loi de là récurrence ne 
«c manifeste qu*au cinquième terme , au lieu qu'elle se 
montrera dès le troisième ^ si on en retraxiche — a et 

— Xy car il viendra 

3 -{- aJ^ + Sx* + ja? -|- etc* 
«t déjà 

3jr*=3 X — x* + «a7 X 3a:, 

7x^=aa:X — ^* + 3a:* X 3a:, etc. 

Développement en séries des exponentielles et des 

logarUkmes, 

97. On a tiré les logaritbmes de Téquation y^^cf' 
( Élém, a4o ) , y étant le nombre , x le logarithme , 
et a la basé ; cette équation présente deux questions : 
trouver y, connaissant x; et trouver x, connaissant y. 
Je commencerai d*abord par chercher ^ en a:, et 
pour cela je supposerai 

a'^z=^A + Bx+ Cx^ + Dji? + etc. 

AyB^ CyD, etc. étant des coefficiens indépendans 
de x\ en prenant donc une autre quantité z, j'aurai- 
également 
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a^ = A + Bz + Cz^ + Dj? + etc. 
d'où je tirerai 
fl*— fl* _ B (x—z) + C (j:»— z^) + D(x^— a^) + etc. 

X Z X — z 

La division du second membre par x — z s'exécute 
d'après la formule du n*. 1 58 des Élémens , et il vient 



a' — a* 



X — z 
B+C(x+z)+D(pd'+xz+z^)'j'E(x^+x^z-i'Xz*'\'Z^'\' et 

Pour pouvoir développer de même le premier membre, 
j'écris ainsi son numérateur : a*(a'^T* — i); faisant 
ensuite a=i -{-b , dans la quantité û*""* , je la développe 
suivant les puissax)jces de b^ au moyen de la formule du 
binôme y et j'ai 

(i +6)*-*=i -f-^- i è+ 1 il ii» 4- etc. 

1 i . a 

d'où il suit 

Ce dernier développement étant divisible par x — z/û 
en résulte 

û*(AH i*-f .i^ il- ii'4.etc.>= 

Si maintenant on suppose x=:z , l'équation ci-dessus 
deviendra 

,, b^ b^ b^ 
B + 2Cx-\-ZDx^'i'4Ex^+eto: 
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faisant pour abréger 

et substituant pour a* la série 

J -j^Bx + Cx^ + Dx^ + Ex^ -f- etc. 

on trouvera 

j4k + Bkx 4- Cfer* + Dkx'^ + Ekx^ + etc. =3 
B 4- qCx + 5Dx^ -f 4Ea^ + 5Fx^+ «te; 

d'où on tirera 

^ .j ^ Bk ^ Ck ^ Dk ^ Ek ^ , 
B:=zAk,C = — ,Dz=z-^ ,£=— ,F = -g-,etc. 

Tous les coelHciens , excepté A , seront déterminés par 
c«s équations; mais lorsque X'=:zo, Téquation .... 
a'=A -j- Bx -f- Cx^ 4" ®t^- donnant i=^A, il s'ensuit 

que^ = i,2? = -, C=.-^, Z> = ^^ 

. 1 i.a i.a.3 

£— = — -., jP= -— _— etc. et que 

i.a.0.4 1. a. 3. 4-5 ^ 

y==û'=iH h sH ?;-7 + etc. 

•^ 1 1 .a 1 .a. 3 1 .a. 0.4 

98. Il est à propos de remarquer que , quelque valeur 
qu'on donne à x, la série ci-dessus Gnira toujours par 
être convergente. En effet , il est aisé de voir qu'on peut 

représenter le terme général de cette série par * 

celui qui vient immédiatement après sera ; 7 : 

et le rapport de l'un à l'autre aura pour expression 

kx 

— —. Or , en prolongeant la série , on doit nécessaire- 
ment rencontrer un terme clans lequel n + 1 surpassera 
hx, et qui par conséquent sera moindre que celui qui 
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le précède; et il est ciair que le décroisseraent conti' 
nuera toujours dans les termes ultérieurs. 

99. Il s* agit maintenant de déterminer la quantité A* 
£n mettant, au lieu de 6^ sa valeur a — 1 , on aura 

1 a 3 4 

Cette série ne sera convergente qu'autant que a-— i sera 
moindre que l*umté ; mais elle est susceptible de devenir 
aussi convergente qu'on voudra , au moyen de la dé- 
pendance qui se trouve entre aet k^ et que je vais faire 
connaître. 

Lorsqu'on suppose x=:i dans la série 

, kx , ft*x* . Px^ ,' ^ 
elle devient 

. t\ . K . H. . 

a— 1 H ^ + etc., 

'11.2' 1.2.0 ' 

et donnera la valeur de a quand celle de k sera eonnue. 
Faisant krrzi , et désignant par e la valeur correspond 
dante de a , on aura 

e=i H \- " J -j =— - 4- etc. 

1 * a ^a.3 '^2.3.4 ' 

d'où il résultera 6=12,7182818, en s'arrêtant à la sep- 
tième décimale. Si on substitue e au lieu de a^ et i au 

hx 
lieu de k, dans l'équation a^=i -| + ^^^i. on 

obtiendra 

'11.21.2.3 1.2.3 

I 

Cette équation devajit subsister , quel que soit Xg on 
y supposera x'=:k ; elle se changera en 
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•t donnera par sa comparaSon avec la valeur de a^ 

a = e*. 
Prenant les logarithmes, on trouvera 

Ale=la; 

•i a eit la base du système des logarithmes représentés 
par la caractéristique 1^ on aura 

1 e 
•t par conséquent dans cette hypothèse , 

y = ^ — 

^'^TTTe'^ 1 .2. (le)* "^1.2.3.(16)3 ■+■ ®^^' 

Telle est l'expression du nombre y par son logarithme x. 
loo. La question proposée est i^jésolue , puisque voilà 
y exprimé en x , c'est-à-dire , qu'étant donné le loga- 
rithme X , et celui du nombre e relativement à la base a, 
on aura le nombre^; mais l'expression de A en a nous 
conduit aussi à la solution de la seconde question : étant 
donné un nombre , trouver son logarithme. 

Eln effet, si l'on suppose que a soit une quantité quel- 
conque , et que l'on mette pour k la série qu'il repré- 
sente dans l'équation ftle = la, il en résultera 

Voilà donc le logarithme d'un nombre quelconque a ex- 
primé au moyen de ce nombre et du seul logaritlime 
d'un nombre déterminé e. 
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Cette série n'est convergjmte qu'autant que le noilibre 



" - 1 



a est très-voisin de Tunitél^Bs comme 1 . l/a= — 1 d 
{Èlém.^i') y si on change dans le second membre, 

m 

«en V^û, il viendra 

or, en prenant pour mun très-grand nombre, on pourra 



m 



toujours faire en sorte que la quantité ^ a diffère aussi 
peu qu'on voudra de l'unité. 

On a ainsi un moyen très - simple de calculer 
le logarithme de a ; car en prenant m égale à quelqu'un 
des nombres compris dans la série 2 , 4, 8 ', iG ,* etc. on 
n'aura qu'à effectuer des extractions successives de 
racines quarrées {Èlem, i53). Cependant ce procédé 
deviendrait pénible pour les nombres un peu considé- 
rables , c'est pourquoi les analystes ont cherché de nou- 
velles séries qui pussent s'appliquer à ces nombres , séries 
qui ne sont que des transformations de la preniière ex- 
pression de 1 a. 

ICI . Le nombre a étant supposé dans les séries pré- 
cédentes., indépendant de.Ja base des logarithmes, il 
est évident qu'on pourra appliquer ces séries à un nombre 
quelconque^ , et qu'on aura en général 

En substituant dans cette expression i -f- u au lieu dejr, 
«lie deviendra 

l(i+u) = lfi.J-_- + -^~— + etc. J 

changeant 
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t5iiangeant. ensuite -^ uen — u ^ on aura 

tetrâncliant le second résultat du premier ^ on trouvera 

> • 

èérie dont la marche e3t pbis rapide que celle des pré- 
cédentes. 

On en trouve une beaucoup plixs convergente^ en 
fusant dans celle-ci 

1— u ' n 

Ce qui donne 



«t parcopséqtient 






d*où on tire 

l(n + z)=în4- 



ale{^4.i(-4_YH-^f-f_y + etc. }. 
\2n-(-s ' ♦Aan+V \9n-f-iB/ ! - j 

a. O 
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Cette dernière série fera connaître le logarithme du 
nombre n -f- z , par le moyen de celui de n, et sera 
d'autant plus convergente , que n sera plus considérable. 
Si l'on prend , par exemple , 7iz=i,z=i,il 
tiendra 

série très-convergente , et dont le huitième terme ne va 
pas à - loooooobo • 6" réduisant en décimale&tous ceux qui 
le précèdent, on obtiendra 

1 2=0,6951472 . le. 

.102. On ne peut avoir la valeur absolue de 1 2 sans 
fixer celle de le = 1 (^,718281 8 ) , qui dépend du sys^ 
tènie de logarithmes que l'on adopte. L'hypothèse la plu« 
simple consiste à supposer 1 e = 1 , et on a alors 

12=0,6931472; 

dans ce système particulier, qui répond à l'équatloa 

V=e* (99)* 1^ hase est e. Je le désignerai sous le nom 
de .système népérien , pour rappeler le nom de rJÉcossai» 
Neper (ouNapier), auquel on doit l'importante décou- 
veite des logarithmes ; et j'accentuerai la lettre 1 toutes 
les fois qu'il s'agira des logarithmes de ce système ; ainsi 
j'écrirai l'e= 1 , 1' 2=0,6931472 (*). 

Pour passer du système népérien à celui dont la base 

I 

(*) Les logarithmes népériens sont appek^s ordinairement loga' 
riîhmes hyperboliques ; mais cette dénomination est vicieuse, car 
il i^y, a pas de système de logaritliraes qui ne réponde à quelqu'unt 
des courbes 'que les Gvooiàtres ont aommecs hyperboles» 
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serait une quantité quelconque , il faut, d*àprès l'cqua- 

tion Ly= e^ (^Elém, 25o) , qui deyient^dans le cas ac- 

,1s \z 

tuel , r z = î-^ , prendre 1 e = ,-7— -, et comme le losa- 

rithme de la base est toujours l'unité, il sera commode 
de faire 2; = a ; on aura ainsi 

le=ï7 



Va' 

il n'y aura plus qu'à calculer 1' a par la dernière série 
donnée ci-dessus , en y supposant 1 è z= 1 . 

Pour les logarithmes ordinaires , dans lesquels aii=:i o , 
on observera que 10= 5 . 2; on verra qu'il sufiit d'a- 
voir r5,^arce que Fio =r5 -f-Ta, et que V 2 est 
déjà connu. 

Pour parvenir au logarithme de 5, on supposera dans 
la dernière série du n* précédent , 721=4 ^^ z-=ii ; et 
comme- V/^zzziiY 2, il viendra, en prenant l'c=r:i , 

Les trois premiers tarmes de cette série suffisent pour 
obtenir un résultat exact jusqu'à la septième décimale, ■ 
et elle donne 

r 5= 1,6994379; 

•n ajoutant à ce logarithme celui de a trouvé plus 
haut , on a 

r io = a,3oa585i , 
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•t par conséquent , 



1 6 = ^:^0,4542945; ' 

' ■ ■ • 

'En multipliant par ce nombre les logarithmes nepéridUi 
.de a et de 5^ obtenus dans le n° 102 et dans celui-ci^ on 
trouvera 

lfl=o,3oio3oo et 15=0,6989700, 
tels qu'ils sont dans les tables de logarithmes ordinaires. 

io3. La quantité le.est nommée en général module; 
on voit que celui des logarithmes népériens est 1 , et que 
celui des logarithmes ordinaires est 0^4^4^945 • Onpàs^ 
•dés logarithmes n^érietis à des logarithmes quelconques, 
en multiptiabt les premiei» par le module des seconds, 
et on revient de ôeux-H;i aux autres , en les divisant par 
leur module , ou, ce qui revient au même , en les mul^ 

tipliant par r— . Lorsque la base est 10, on a 

»— =:fl,3oa585i : 
le 

c'est par ce nombre qu'il faut multiplier les logarithmes 
ordinaires, pour les convertir en logarithmes népériens, 
ce qui est souvent nécessaire. 

La série qui exprime le logarithme de n -f- 2 , donne 
pour le logarithme de 7i-|- 1 , cette expression très-simple 
«t toujours convergente , lorsque 71 est > 1 , 

l(71+l)=l/l4- 

ïo4- Borda et Haros ont donné des formules qui ex- 
prÛÈnent^ au moyen de séries très-convergentes , lefire-* 
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bdont entre pluaieura logaaithmea de* non&res consé^ 
çutifs , et qui conduisent tràa^promptement à ces Ich 
garidimes. Voici les p^^miè^r^; oiirJés trouve aussi dans^ 
la préface des Tables trigonortiétriques décimales / cal-^ 
culées par Borda, revues et augmentées par Delambre, 

Si dans la série 

on fait 

1 — i/=(p+i) (p + i) (p— a)=p3^3p— m 

^ipi a^ra 

al g_ 
^ ;^— 3p+n ___ ^p3.,gp 

p3 — gp— a a ^ 

^ • • • 

é'où l'on conclura • ■ ' " 

t 

Si l'on prend successivement 

p=5, p=6, p—f, p3=8, 
on aura ces quatre équations 

l7+4la— I3-al3— ala =al«f Vî-+etc. } 

3ta-i-al5— ala— al7 =ale{ yj-j-étc.'} 

al3+al3+ab— 15—61» =ale[,-^+etc.) 

15+ la+al7— 13^ Ia-413 =a)e{45+etc.} 

3 



" .U 
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Ces quatre équations ne renferment que leslogarithmet 
des nombres 3 , o , 5 et 7 , logarithmes que l'on peut 
alors déterminer par unie simple élimination ; on obtient 
de cette manière 

r 28{'-^+KrV)'+ctç.} ^ 
et ainsi des autres. j 

ff ' - 

Si Von prçnd encore p == 1 5 , il viendra 
1.7-f 2l7-li3-6b = ale {r^+Kr7',-j)» + etc.}. 
Enfin on aura aussi, en faisant /?=;= 1007 , 

1 1009 +2I 100^ ~1 1005--r 2I 1008 

Ces ex(ynples suffisent pour montrer le parti qu'on peut 
tirer de là formule de Borda. l 

io5. Pour obtenir celle de Haros , il faut,* dans Té- 
quation 

faire en premier lieu s = - , ce qui donne 



• 9 






puis supposer 
et Ton aura 
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alx+l(x+5)+l(a:— 5)— l(x+3)— 1(07— 3)| _ 
-.le[_4£ +i( ^ f ^^' + etc.l ' 

\x^— 25x»+72 ^^ \X^— 25x^+72/ ^ i 

d'où Ton tirera la valeur de 1 (a; + 5) au moyen de 
celle de 

'(^+4)> l(-P+3), Ix, l(a;-3), 1(07— 4), l(a>- 5). 

La série est très-convergente dès que le nombre x de- 
vient un peu grand *, son second terme, lorsque a:=foco, 
est seulement 

O^COOOO COOCO OOCOO COCOO OCOOO OOC.OO 12. 

io6. Je vais terminer en montrant comment , sans 
la considération des logarithmes , on déduirait im- 
lucdiatenient de l'équation ■^=a^, le développement 
de X en y. On peut donner à ce développement la 
forçie 

puisque x doit s'évanouir lorsque 3'=^i ^^ faisant 
y — i = u , on aura 

07= Ju 4- Bu* 4- Cu^ + etc. 

« • 

désignant aussi par w la valeur de^ — i ou de zx , cor- 
respondante à une valeur de o: représentée par z, noHS 
aurons également 

z^Jw + Bw* + Cw^ + etc. 

et par conséquent 

^ = ^ + 2?(u+w) + C(u«H.ttw + w-) + etc. 
L'équation y=>a' donne 

4 



I 
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^—1 OU u-=s.a' — 1 
d*où il suit 

^ wc=a*— 1 et u — wrsa* — a*=:a*(ff*"^ — l); 

or on a trouvé (97) 

tiraat de cette écmation la valeur de , . ^ ^ r, oi^ 

régalera à la série 

• A + B{u+w) + etc. 

supposant ensuite ocz=:z y d'où il résulte u=ur , on aura 

^ 4- a ^ a + 3 Cu* 4- 4 D a' + etc. 

7 , ., L ** *^ 6* , ■ '. • 

mettant « au lieu de 6 — : — }--=- 7+ etc. et 1 +^ 

St ^ ^ 
au lieu de a* , il viendra 

ou en faisant disparaître le dçHôminateur ^ et passsmt 
tout dans un seul membre , 

— 1+ ^/£u+a^Jiu*4-3Gftu'î + etc. J,"^°* ' 
équation de laquelle on tire 



^t par conséquent '* ' 

Ci a est la base du système des logarithmes , on anisii 
donc y comme ci-rdessus ( i o i ) , 

• • • 

Du reicfur des suites. ^ v 

107. Le fréquent usage que j*iai fait dans ce qû 
îprécède , de la méthode des coefHciens indétermir 
nés, me permettra d'exposer en peu de mots celle 
du retout dés suites^ qui sert i trouver l*expressiion 
d'une quantité «ng^^éedfns une çérie dont la valeur est 
donnée. 

Soit y 7=2 A r\'ax-\-bjC!^ ^caP-i^il x^^ etc. pour . 

obtenir x eny , on passera le terme ce dans le premier 
membre , et faisant pour abréger ,jr — a — z , il viendra 

z=:ax '{-bx^^ca^+dx^-\'etc (1). 

la supposition de x=o dominant 2= 9, il est facile d'en 
conclure que l'on peut faire 

x=iAz-\'£z^+Cz^ + Dz^+9tc (a); 

les coefficiens^, B^ C y D ^ etc. indépcndans des, se 
détermineront au moyen des équations qu'on obtiendra 
après avoir substitué au. lieii des puissances de x y dans 
l'équation (i) , celles de la série (a) (*) , passé toy^ k^j 
fermes dans un seul membre, et égalé séparément à zérQ 

{*) Ces puissances peuvent se trotiTer par des muItipUcaùons soc- 
çcssires on par les foEmulet'da npos^^ ^ 
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les quantités gui multiplient chaque puissance de x. 
Voici le résultat de la substitution : -^ 

ax=iaAz'\'aBz^'^ aCz? -}- aDi^-j-etc. 

+ bB^z^ 

+cx^= -f cA^z^ ^cA^Bz^+etc,)= o. 

'idxh= 4- dA^z'^+etc] 

En égalant à zéro les coefficiensde z, de z^^ de z^ , etc» 
cri trouve 

aA — 1=0, a5+i^»=o, aC-\'tibAB'\-cA^=o , 
aD+sibAC+bB''+5cA*B+dA^=o , etc. 

CCS équations donnent 

_ 5i^ — 5aic4-a*d 

/> = ■——' . — ! ., etc. 

( 

et on a par conséquent 



«k 



.. . Y b a^^ ûi* — CIC 3 

ar : a^ ' ar - 

.5J3 — Sabç 4- a*d , , ■, 
_ "i I-L 2i* 4- etc. 

f ■ 
108. Proposons-nous pour exemple de tirer parce 

moyen ïà valëilr de x de la série 

, a: ' ...xf. , ^ i_ • a?* , 
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dans laquelle j^ = c* (99) \ on aura 



et 



,1 1 ■ 1 

I , ô= , c= ç, a= *f--;> etc. 

I .a ' 1 2.0 12 3 4 

d'où on tirera 

^=1, j5=-.i, C=j, Z>=-^, etc. 



et 

i r — Ai I T — * j . V -y — A )' 



==(j::zO_(^-0' +L2L=lLZ _ctc. 

1 2 



ce qui s'accorde avec l'expression du n° 101 , en y fai- 
sant k ou 1 e = 1 . 

On tirerait de même la valeur de j^ en x de la série 



x= iîlZll). ^(mO: +^^2^=^- etc. 

1 2 

en supposant J' — 1 =zet2=-^j? + -ffa:*-f-Cr^+etc. 
Je laisse au lecteur à s'exercer sur ce calcul; les 
coefliciens A, jP, C ^ etc. étant déterminés, on re-* 
mettra y — 1 pour z , et il viendra 

109. Si on avait l'équation 

^y'^^y^'^y^'^ ^j^+etc.r=aj:+ix*+cx^-f Ac* + etc. 

formée par deux séries, et qu'on voulût obtenir l'exprès- 
pression de^ , on supposerait 

^=^x + 2?x*+Ca:3+Z>a7^ + etc. 

et on opérerait comme précédemment, après avoir passé 
tous les termes du premier membre dans le second. Nous 
insistons peu sur ces calculs, parce qu'ils ne conduisent 
qu'à des formules dont on n'apperçoit pas facilement 
la loi. 



/ 
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Des fractions continues^- 

Qb5. Cet article est, à: quelques légers 
changemeiis près, le premiei; paragraphe 
des additions faites par Lagrange à l'Algèbre 
d'Euler. 

1 lo. La méthode exposée jl^s le n^ 99 1 des ÉUtmem 
J^ Algèbre , pour appro'cHer de la valeur dé rinconnue 
dans une équation d*un degré quelconque ^ prescrit dt 
faire successiyemexit _>.... 

a^h^ b', b" ^ etc. étant les. nombres entiers immédia-» 
tement inférieurs aux Vraies iraleurs des quantités JÇ^Yi 
y ^y", etc. : si dans lavaleui; de x on n^et CcAe^âiQ'^^ 
tirée de la seconde équation > il vleadr^ < 



a:=:a-f- 



• ■• ■ . » ■ ■ 
1 



substituant dans cette expression^ pour y' y <a yaleiir 
prise dans la troisième équation^ on aura 

chassant y^ au moyen de la quatrième équation , on par- 
viendra à 

,1 • 

«t ainsi de suite. 
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La firaction qui accompagne Téntier a dans cette ex- 
pression , semblable à celles que nous ayons fait conr 
tltitÉ^é éM Âîithmétiquel(i6S)^-€fstune^iacf/onconti/we; 
ttt l'on cétù^ënd en 'générd'^sdiis te nom tonte fraction 
dont -le dénomfnatfeuresf cotni)<5s^ ^'uh entier plus une 
fraciibn^^lÂ<^éltè .a encore pout dénomiiiatëtir «n eo* 
^er j>luf|. une fraction ^ et aiusi de suite. 

On rencontre les fractions continues sous deux formes 
différentes : les unes ont , comme la précédente ^ l'unité 
à. tous les numérateurs des fractions intégraîUes ; et les 
autres ont des dénominateurs et des numérateuis quel- 
conques; telle est la suivante : 

^^ s+ ctt; 

ttiais je ne m'occuperai que des premières^ les autres 
^tant plus curieuses qu'utiles. 

1 1 1 . En rapprochant le n^ i'63 de Y Arithmétique et 
les n^'âai et 2243 des Elemens , on voit que les u fractions 

V continues se présentent naturellement toutes les fois 
)) qu'il s'agit d'exprimer en nombre des quantités qu'on 

V ne peut obtenir que par des approximations succès- 
D sives. En effet , supposons qu'on ait à évaluer une 
Yt quantité quelconque donnée a, qui ne soit pas ex- 
f) primable par un nombre entier *, la voie la plus simple 

V est de commencer par chercher le nombre entier qui 
n sera le plus proche de la valeur de a , et qui n'en 
in différera que par une fraction moindre que l'unité. 
7> Soit ce nombre a, et l'on aura a— «t égal à une frac* 

» tion plus petite que l'unité -, de sorte que sera au 

-.) contraire un nombre plus grand que l'unité. Soit donc 



f 
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yi ' = J , et comme b doit être un nombre plus grand 

}) que r.unité, on pourra chercher de même le nombre 
y) entier qui approchera le plus de la;^aleur de & ; et ce 
ïi nombre étant nommé jS, on aura de nouveau 6. — f 
ï) égal à une fraction plus petite que Funité, et par 

V conséquent -r — -r sera égal à une quantité plus grande 

V que Tunité , qu*on pourra désigner par c : ainsi , pour 
p évaluer c, il n'y aura qu*à chercher pareillement le 
T) nombre entier le plus proche de c, lequel étant dé- 
3) signé par^, on aura c — y égal à une quantité plus 

3^ petite que Tunité , et par conséquent sera égal 

» à une quantité d plus grande que l'unité , et ainsi de 

33 suite. Par ce moyen , il est clair qu'on doit épuiser 

31 peu à peu la valeur de a, et cela de la manière la 

n plus simple et la pliis prompte qu'il est possible, 

33 puisqu'on n'emploie que des nombres entiers dont 

33 chacun approche , autant qu'il est possible , de la 

3> valeur cherchée. 

w Maintenant , puisque = i , on aura 

CL— —et 

m 

1 . 1 

a— fit = T et az^fit-f-7; 
p de même, à cause de t 7=c, on aura 

D — p 

« et à cause de = d , on aura pareillement 
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f) et aUisi de suite ; de sorte qu'en substituant successif 
)> vement ces valeurs , on^ura 



V >9i et en général 



7 + t: 






r) Il est bon de rem^quer ici que les nombres £6 , jS ; 
7) y y etc. qui représentent, comme nous venons de le 
n voir, les valeurs enjtières approchées des quantités a, 
Ti b y c y etc. peuvent être pris chacun de deux manières 
T> différentes, puisqu'on peut prendre également pour 

V la valeur entière approchée d'une quantité donnée , 
r) l'un ou l'autre des deux nombres entiers entre les- 

V quels se tronve cette quantité ; il y a cependant une 
n différence essentielle entre ces deux manières de 
7î prendre les valeurs approchées, par rapport à la frac- 
T tion continue qui en résulte ; car si on prend toujours 
n les valeurs approchées plus petites que les véritables, 

V les dénominateurs fi,y , «T , etc. seront tous positifs, 
rt au lieu qu'ils seront tous négatifs ^ si on prend les va- 
n leurs approchées toutes plus grandes que les véri- 
T) tables, et ils seront en partie positifs et en partie 
y) négatifs , si les valeurs approchées sont prises tantôt 
yy trop petites et tantôt trop grandes. 

» Eu effet , si rt est plus petit que a, a—* sera unt 
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V quotité poeîtiye ; donc b ftera positif » et iS le sera 
71 aussi ; au contraire , a — « sera négatif^ si « est j^lus 
ti grand que a: donc b sera négatif^ et iS le sera aussi; 
p De même si jS est plus petit ^ue b , b-^^ sera toa-^ 
p jours une quantité positive ; donc c le sera aussi , et 
i> par conséquent aussi y : mais si /S est plus grand que 
y> b , b — /3 sera une quantité négative ; de sorte que c^ 
» et par conséquent aussi y, seront négatifs^ et ainsi 
if de suite. 

p Au reste , lorsqu'il s'agit de quantités négatives^ 
D j'entends par quantités plus petites belles qoi^ prises 

V positivement , suaient plus grandes. 

D Je dois remarquer encore que si panUi les quan- 
D tités a, b yC,dy etc. il s'en trouve une qui soit égale 
n à un nombre entier , alors la fraction continue sera 
» terminée , parce qu'on pouara y conserver cette quan^^ 
ji tité même. Par exemple^ si c est un nombre entier j 
9 la fcaction'tontinue qui donne la valeiu: de a sera 

3) £n effet, il est .clair qu'il faudrait ptendrtf ^=i:i 
9 ce qui donnerait 

c — y o ^ ^ 

t et par conséquent <r = oo ; de sorte q«e l'on aurait 

y "T — .» 



{^) Le caractère oo est , comme on Toît , celui dont Xt;^ analyste! 
4e servent pour désigner une quantité infinie , ou caque dayiei^t une 
i'tactloa dont le d/fnoBÛnateur s'cTanottit ( Elémcns 68). 

les 
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n lés termes suivans 8*évanouissemt vis-à-yis de la quan-^ 
ji tité infinie co : or, : — ^= o ; donc on auta siinpletiient 



00 

1 



y . . 

fi Ce cas arrivera toutes les fois que la Quantité a sera 
ii commensurable, c'est-à-dire, quelle sera exprimée 
•fi par une fraction rationnelle; mais lorsque a sera une 
99 quantité irrationnelle, alors la fraction cçmtinué ira 
» nécessairement à Tinfini. 

99 1152. Supposons qaé la quantité a soit une fraction 
99 ordinaire -^^AetB étant des nombre^ entière donnés; 

m 

99 il est d'abord évident que le nombre entier « qui ap* 

A 
99 procbera le plus de^^ sera le quotient de la divisioxt 

99 de >^ par B\ ainsi, supposant la division faite à là 
99 manière ordinaire , et nommant « lé quotient et Cls 
79 reste > on aura 

B 

i? dotic&±=:-^; poiir avoir de iiiême là vàleiit entière 

99 approchée /S de la fraction^ , il n'y aura. qa'à diviser 

19 B par C, et prèndre.ponr iS lé quotient de cette divi-^ 
\ï sion ; aIor& nommant D le reste , on aura 

;'-«=?. 

■h et par fconsêqnènt 

'à . 

i. . ¥ 
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fi on continuera donc à diviser C par Z> , et le quotient 
m sera la valeur du nombre y , et ainsi de suite ; d'où 
n résulte cette règle fort simple pour réduire les frac- 
n tions ordinaires en fractions continues : 

y) Divisez d'abord le numéraJteur de la fraction pro^ 
ï> posée par son dtnominaieur^ et nommez le quotient et ; 
n divisez ensuite le dénominateur par lereste, et nommez 
ïj le quotient /S; divisez après cela le premier reste par 
n le second reste , et soit le quotient y ^ continuez ainsi 
n en divisant toujours l* avants-dernier reste par le der^ 
D nier, jusqu'à ce qu'il se présente une division qui se 
n fasse sans reste, ce qui doit nécessairement arriver, 
» puisque les restes sont tous des nombres entiers qui 
17 vont en diminuant ; vous aurez la fraction continue 

lY qui sera égale à la fraction donnée. 

i> 1 13. Soit proposé de réduire en fraction cohtiAne 
» la fraction -y^. On divisera donc i io3 par 887 , on 
p aura le quotient 1 et le reste 316; on divisera 887 
jy par ai 6, on aura le quotient 4 et le reste a3; ondivi- 
» sera ai6 par a5 , ce qui donnera le quotient g et le 
«. reste 9 ; on divisera encore a5 par g , on aura le quo- 
» tient a et le reste 5; on divisera 9 par 5 , on aura le 
n quotient 1 et le reste 4 '» on divisera 5 par 4 > on aura 
9» le quotient 1 et le reste 1 ; énfiil, divisant 4 par 1 , on 
y> aura le quotient 4 et le reste nul, de sorte que Topé- 
|i ration sera terminée. Rassemblant donc par ordre tous 
i> les quotiens trouvés , on aura cette série : 1 , 4> 9j ^> 
n 1 1 1 > 4^^ d'où Y ou formera la fraction continue 
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ilo5 _i i 

?i 1 14* Comme dant là manière ordinaire de faire les 
V diyisionê y un prend toujours pour quotient le nombre 
i> entier qui eèt égalou inoindre quela fraction proposée, 
i> il s'ensuit que , parla métbode précédente , on n'iura 
Yt que des fractions continues dont tous les dénomi-^- 
3) natéurs sont des nombres positifs. 

Or on peut aussi prendre pour quotient le nombre 
)? entier qui est imttiédiatement jplus grand que la valeur 
h de la fraction^ lorsque cette fraction n'est pas réduc- 
71 tible à un nombre entier, et pourtrela, il n*y a qu*à 
m augmenter d'une unité la valeur du quotient trouvé à 
Yt la manière ordinaire; alors le reste sera négatif, et lé 
;? quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi oa 
}^ pouri-a, à volonté^ rendre les termes de la fraction 
» continue positifs où négatifs. 

)i Dansl'exemple précédent, au lieu de prendre i pour 
f) le quotient de i io3 divisé par 887 , je puis prendre a ; 
rt mais j'aïu^aile reste négatif— 671 , parlequel il faudra 
)î maintenant diviser 887 : on divisera donc 887 par 
i) — 67!) et l'on aura ou le quotient -^ 1 et le reste -216, 
Yi ou le quotient— «Si et le reste »» 4^5. Prenons le quo*' 
7? tient plus grand — 1 ^ et alors il faudra diviser 1q reste 
i^ -7671 par le reste 216, d'où Ton aura ou le quotient 
y) — 3 et le reste — a3 , ou le quotient —4 ^^ le reste 
Yi 1 g3. Je continue la division en adoptant le quotientplus 
Yi grand — 3; j'aurai à diviser le reste ai6 par le reste 
yy — a3, ce qui me donnera où le quotient — 9 et le reste 
ts 9, ouïe quotient — 10 et le reste — 14> et ainsi de suite. 

)o De cette manière on aura 
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* — 9 + etc. 
f» où Ton voit que tous les dénominateurs sont négatifs. 

11 11 5. On peut au reste rendre positif chaque déno- 
t) minateur négatif, en changeant le signe du numéra- 
19 teur ; mais il faut alors changer aussi le signe du ûu- 
ly mérateur suivant; car il est clair qu'on a 

1 1 

^^ ^ + etc. ^ + etc. 

rt Ensuite on pourra, si Ton veut,- faire disparaîtra 
Yt tous les signes — - de la&action continue , et la réduira 
Il à une autre où tous les termes soient positifs; car on a 
» en général 

_i^ _^ . £ 

^ r+etc. '^^ *" 1 4 " " t ^ 

» «y — 1 4 etc. 

p comme on peut s'en convaincre aisément , en réduisant 
» «es deux quantités en fractions ordinaires. 

)% On pourrait aussi , par un moyen semblable , intro- 
i> duire des termes négatifs à la place des positifs ^ car 
n on a 

"^ * y + etc. *^ ' 1 ^ . 

F— i-fetc. 

■ 

n d'où Ton voit que , par ces sortes de transformations, 

y» on peut quelquefois simplifier une fraction continue, 

p et la réduire à un moindre nombre de termes; ce qui 

î» aura lieu toutea lés fois qu'il y aura des dénominateur^ 

m égaux à l'uDité positive ou négative*^ 
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n En général , il est clair que , pour avoir la fraction 
» continue la plus convergente qu'il est possible vers la 
w valeur de la quantité donnée , il fauttoujours prendre 
Tî pour A ^0, y, etc. les nombres entiers qui approchent 
w le plus des quantités a, b^c, etc. soit qu'ils soient 
?) plus petits ou plus grands que ces quantités : or il est 
jî facile de voir que si , par exemple , on ne prend pas 
« pour tf, le nombre entier qui approche le plus, soit 
*» en excès bu en défaut de a , le nombre suivant fi sera 
m nécessairement égal à l'unité. En effet, la différence 
n entre a et a sera alors plus grande que f , par consé«« 

n quent on aurai= , plu9 petit que 2 : donc $ ne 

■% pourra être qu'égal à l'unité. 

y> Ainsi , toutes les fois que , dans une fraction con^ 
n tinue , on trouvera des dénominateurs égaux à l'unité^ 
» ce sera une marque que Von n'a pas pris les dénomi-- 
D nateurs précédons aussi approcbans qu'il est possible^ 
» et que par conséquent la fraction peut se simplifier ea 
n augmentant ou en diminuant ces dénominateurs d'une 
« unité ; ce qu'on pourra exécuter par les formules prê- 
Tfi céden^s^sans être oUigé d^ re£aic6 ea entier le 
n calcul. 

î> 1 iS. La méthode du n* 1 12 peut servir aussi à ré- 
Yi duire eh fraction continue toute ^antité quelconque-, 
» pourvu qu'elle soit auparavant exprimée en décimales; 
)> mais, comme lavaleur en décimales nepeutètre qu*ap>- 
7) prochée , et qu'en augmentant d'une unité le dernier 
» caractère, on a d^ux limites entre lesquelles doit se 
y* trouvée la vraie valeur de la quantité proposée , il 
)) faudra , pour ne pas sortir de ces limites , fkire i-la- 
91 fois le même calcul sur les deux fractions dont il s'a- 
it gît, et n'admettre eneuite dans la fraction continue 

t 
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91 que les quotiens qui résulteront également des devo^ 
n opérations rt. 

Si , par exemple , il s'agit d'exprimer en fraction 
(Continue la racine quarrée de â , dont la valeur en dé-r 

çimale est entre 1,4^4^^^ ^^ i>4i4^^4> ^^ ^^^^ ^ 
réduire en fractions continues les fractions ordinaire^ 
suivantes : fJs^ , Wotll * on trouvera pour toutes 
deux les 6 premiers quotiens égaux à 52 , mais le j' 
serait 3 pour Tune et x pour l'autre : on a donc de 
cette manière 

a 4- T etc. 
a 

Au reste ^ il est à propos de remarquer que , quelque 
nombre de décimales qu'on €iit dans la valeur de U 
racine quarrée de a^ la fraction continue conserve U 
même forme, comme on le prouvera plus loin. ■ 

il La fraction décimale qui exprime le rapport de 
3> la circonférence au diamètre , est , par le calcul 

y) de Viète , 5 yi^i 5^26555 de sorte qu'on aura la 

5> fraction Utoloogooo ^ réduire en fraction continue 
n^ par la méthode ci-dessus : or , ai on ne prend que la 
3> fraction J—l—, on trouve les quotiens 3, 7, i5, 1, etc. 

V et si on prenait la fraction plus grande fJ^J^, on 
y) trouverait lej quotiens 3, 7, iG, etc. de sorte que le 
31 troisième quotient demeurerait incertain; d'où l'on 
y) voit que pour pouvoir pousser seulement la fraction 

V continue au-delà de trois termes, il faudra nécessai-. 
11 rement adopter une valeur de la circonférence mû ai^ 

V plus de six caractères^ 
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9) Si on prend la valeur donnée par Ludolph ( Yan 
9) Ceulen ) en trente-cinq caractères , et qui est ^ 

3,14169 a6535 89793 a384S a6433 83379 5oa88, 

9) et qu*OB opère en même temps sur cette fraction ({t 
D sur la même, en y augmentant le dernier caractère 8 
9) d'une unité, on trouvera cette suite de quotient : 3, % 
91 i5, 1,29a, 1,1, i,a,i,3, 1, i4, a, 1, 1, a, a, a, a, 
9) I, 84, a, 1, 1, i5, 3, i3, 1, 4> 3> 6> 6> i \ de sorte 
9) que Ton aura 

eirconf. „ . 1 

T — =3-1 — 1 

diamètre. * 7 + --? . 1 

^ ^ i54-- . 1 



^ 1 4- ete; 

)) Comme il y a ici des dénominateurs égaux à Tunité,' 
9> on pourra simi^fier la fraction , en y introduisant det 
» termes négatifs, par les fonimiles dn.n^ x i5 , et l'oa 
»' trouvera 

I 

circonf, 55 #* 

diamètre. 7+-?: 1 

/ • 16— -—-7 1 



n ou bien 



circonf. « •_ ' 



diamètre^ 



"*"ÏS+ 



-'M+î+_.^^_, 



1^ 117. Après avoir expliquAJa génération des frac- 
f» lions continues, nous aDoos en montrer liB usages et 
I» les principales propriétés. 

4 



^ COMPLÉMENT 

Tf I! est d'abord é'Wdent que plus on prend de temei 
7> dans une fraction continue , plus on doit approcher^ 
m la vraie valeur de ]sl quantité qu'on ai exprimée fiar 

V cette fraction ; de sorte que si on s'arrête successive- 
Tft ment à chaque terme de la fraction , on aura une suite 
» de quantités qui seront nécessairement convergentes 
i> vers la quantité proposée. 

m Ainsi ^ ayant réduit la valeur 4e a à 1^ fraction çon* 

V tinue 

^^î-^etc^ 
p on a,ura les quantités 



y, etc. 



D ou bien^ en réduisant , 



, etc. 



y qui appi;'Ocheront de plus en plus de la valeur de a. 

« Pour pouvoir mieux juger de la loi et de la conver- 
D gence de ces quantités^ nous remarqueronn qvie^ p^r 
» les formules du n*^ 1 1 ; ^ on a 



û=:;.6+g, * = ^ + i^ C^>+J, 



etc. 



rt d'où Ton voit d'abord que « est la première valeur apr 
y) p:|^ocbée de a; qu'ensuite « si on prend la valeur exact» 

31 de a, qui e^ 7^» > et qu'on y substitue^ pour h ^ 

^ yaleur approchée jS, on aura cette valeur pluiappror 



r 
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»' chée — 2 — : qa*on aura de même raie ttoisièmQ 
n râleur plus approchée de a ^ en mettant d*abord pouv 
» 4 te valeur exacte ■ ■ . — , ce qui donne 



a zzz ■ ■ . 

fic + i 

9 et pren^t ensuite pour c la valeur approchée y ; par 
)9 ce moyen ^ la nouvelle valeur approchée de a sera 

n continuant le même raisonnement^ on pourra appro-« 
ar> cher davantage , en mettant dans l'expression de a 
71 trouvée ci-dessus ^ à la place de c ^ sa valeur exact* 

» j ' ■ > ce qui donnera 



fi et prenant ensuite pour d sa valeur approchée /; de 
V sorte qu*on aura pour la quatrième approximation la 
n quantité 

7) et ^si de suite. 

B De la il est facile de voir que si par les moyens det 
p nombres A,^,y,ffetc, on forme les expreséonf 
ip suivantes : 



aj4 complément 

A = dL A'=i 

B = fiA+ i B'=R 

C = yB + A O^yB'+A" 

D = S^C+B D'^i^O + B"^ / 

E—êD + C E'tiHiD' + O 

etc. etc. 

r on aura cette suite de fractions convergentes vers la 
^ quantité a : 

A B C . D E F ^ 

m^mm - • ■ • - __ „„■- PTC:. 

^i > ^1 > ^1 1 Dx* £i» jpn> """^^ 

ut Si la, quantité a est rationnelle ^ et représentée par 

îi une fraction quelconque s;; > il est évident que cett» 

jy fraction sera toujours la dernière dans la série précé« 
n dente ; puisque dans ce cas la fraction continue sera 
}) terminée ^ et que la dernière fraction de la série ci** 
m dessus doit toujours équivaloir à toute la fraction 
J» continue. 

1) Mais si la quantité a est irrationnelle , alors la frac-^ 
)^ tion continue all&t nécessairement irinfini , on pourra 
r aussi pousser à Tinfini la série des fractions con-^ 
» vergentes. 

)^ 1 18. Examinons maintenant la nature de ces frac^ 

V tions; et d'abord il est visible que les nombres A^ 

V By €y etc. doivent aller en augmentant^ aussi bien 
y) que les nombres A^ ^ B\ O, istc. car, i®. silea 

V nombres « , /S , ^ , etc. sont tous positifs, les nombre» 
3* A y By €y etc. A^, jB* , O , etc. serontaussitouspo^ 
?) sitifs, et Ton aura évidemment 

B>A, C^B^ i>>e,etc. 



^ et 



4*»e=ou>^\ C>B\ fi>C'^etov 



. "I 
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n a*. SilesnotabresA^fi^y^etc. sônttous ou en partie 
Tfi négatifs ^ alors parmi les nombres^, B ,Cetc. et 
9> A\ B^ , O , etc. il y en aura de positifs et de né- 
1» gatifs; mais dans ce cas, on considérera que Ton a en 
7) général par les formules précédentes ^ 

7=^ + 5» F=''+F' c-^'^ + c'*'*''- 

n d'oùTon voit d*aboi:d que siles nombres *, fii^y etc; 
i> sont diiFérens de Tunité^ quels que soient d'ailleurs 
9) leurs signes 3 on aura nécessairement, en faisapQtabs^ 

Tn traction des signes, -^plusgrand que l'unité^ donc ^ 

C 

41 moindre que l'unité^ par conséquent -^plusgrandqu» 

n Tunité , et ainsi de suite : donc B plus grand que j4 , 
n Cplus grand que B , etc. 

y> n n'y aura d'exception que lorsque parmi les nom- 
n bres a, fi^ y^ etc. il s'en trouvera d'égaux à l'unité. 
D Supposons , par exemple , que le nombre y soit le pre-* 
r mier qui soit égal à ±: i *, on aura d'abord B plus grand 
n que A, mais C sera moindre que B , s*il arrive que la 

Y> fraction -^ soit de signe différent de^^ , ce qui est clair 
V par l'équation "^ = > + jS" > parce que dans ce cas , 

rt y 'i-'^ sera un nombre moindi% que l'unité : or )• 
If 

m dis qu'alors on aura nécessairement D plus grand que 

p B\ carpuisque 7=:dbi^ oaaura(ii7) 
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• 

)» or ^ comme cetd sont des quantités plua grandeê que 

n luaité (i 1 1) , U est clair que cette équation ne pouita 

1* subsister , à moins que c et ^ ne soient de même si^e ; 

a* donc , puisque y et cT sont les valeurs entières a^^ro* 

39 cbées de c et 4, ces nombres ^^ et ^T devront être aussi 

C A 

y> de même signe ; mais la fraction -y =^5/ -+- -=• doit 

D être de même signe que y^k cause que y est un nombre 

\A 
9> entier, et -^ une fraction moindre que l'unité» dono 
a 

C 

9) -7- et /seront des quantités de même signe ; par con-i 

» séquent -^ sera une quantité positive. Or on ^ 



ç — ^ c 

C 
)i donc multipliant par -s- , on aur^ 









î^ donc — étant une quantité positive, il est clair que 

31 —sera plus grande que l'imité', dope D çera plus 

n grand que i?. 

1) De là on voit que s'il arrive que dans la série A^B^ 
» C y etc. il se trouve un terme qui soit moindre que le 
n précédent ^ le terme suivant sera nécessairement plus: 
r) grand ; de sorte qu*en mettant à part ces termes plu« 
m petits , la sérïe ne laissera pas d'aller en augmentant 

D Au reste, on pourra toujours éviter, si l'on veut» 
9 çefinconvâdentA soit en pr^naat Ie« nonibrea,«,^ 
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» y 9 etc. tous positifs , soit en les prenant tous différeni 
}) de Tunité^ ce qui est tou}ours possible. 

li On fera les mêmes raisonnemens par Vapport à la 
9 série ui\B^ , O , etc. dans laquelle on a pareillement 

d*où l'on déduira des conclusions semblables^ux pré*^ 

r> cédentes. 
( 

» 1 ig. Maintenant si on multiplie en croix les termes 
» des fractiona voisines dané la série '^Tl > 'cT > "rT > ^^^* 
9 on trouvera 

DO'^CD^i=zBO'^CB\ etc. 

v> d*où je conclus qu^on aura en général 

* 

BA'—AB'~i 
€B^ — BO—— X 
DO-^ CD' = \ 

etc. 

ip Cette propriété est très-remarquable ^ et donne lien ^ 
• plusieurs conséquences importantes. 

À B C 

î) D*abord on voit que lés fractions -7r> -«i > tt*®^^* 

9) doivent être déjà réduites à leurs moindres termes ; car 
w si , par exemple^ C et C* avaient un commun diviseur 
p autre que Tunité, le nombre entier CB^ — jBC* serait 
9 aussi divisible par ce même diviseur^ ce qui ne se peut^ 
V àcausedeC^»— .^e=— 1. 



sSi tÔMPLEMENf 

Yi Ensuite si on met les équations précédentes sôiis 
ry cette forme : 





A 


=■ 


1 


£' 


A'B' 


C 


B 
£' 


= 


1 


C 


B'O 


D 


C 


^ 


1 


Z?' 


OD' 


E 


D 


= 


1 


£' 


^ D'E' 


etc. 






• 



» il çstaisé de voirqueles différences entre les fraotioitô 

, A B C 

p voisines de la série -7: % -tt: j tt * etc. vont continuel- 

A^ ' B^ 6* 

» lement en diminuant , de sorte que cettei série est 

in nécessairement convergente^ 

» Or je dis que la différence entré deux fractions 
31 consécutives est aussi petite qu'il est possible , ensorté 
71 qu'entre ces mênies fractions il ne saurait tomber au- 
y) cune autre fyaption quelconque , à moins qu'elle n'ait 
7) un dénominateur plus grand que ceux de ces frac- 
7i tions^là. 

51 Car prenons, par exemple^ les deux fractions 

CD' 1 

r 7^** 7Ti> ^^^* ^^ différence est 'Tnfrr* ®* supposons 

t ■ 

ti s'il est possible , qu'il existe une autre fraction — dont 

n 

Vt la valeur tombe entre celles de ces deux fractions, et 

fi dans laquelle le dénominateur n soit moindre qtie O 

— , , . 771 , . C 

j) ou que Z>* ; donc puisque — doit se trouver entre r^ 

7* I O 

/ï m i^ 

n 9tr=r- il fiiudra que la différence entre -^ et r^ , qui 
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^ est — ^ — Th'"^ ^^ Tn > ^^* P^^ petite que. 

1 D C 

» "^înT > différence entre ^ «t -^ j maisU est clair que 

n celle-là ne sauraitêtremoindreque-— :donc8i/i<^£>', 

« elle sera nécessairement plus grande que * %i^^ \ de. 

m D 
« même la différence entre ^-^ et •jj; ne pouvant être 

}) pluspetite que' ^ - ;" ^ sera nécessairement plus grande 

w que-^;— -, siîi<[.C, au lieu quelle devrait être 

> pluspetite. 

n 120. Voyons présentement de combien chaque 

^ fractipn de la série ^^ > 'ô7> etc. apprpchera de la va-r 

n leur de la quantité a. Pour cela ^ on remarquera que 
TD les formules trouvées dans le n"* 1 1 7 donnent 

BcA-A 



B'C'i-A' 



€d+B ' > 
^ "" Od + ^* 

a zz 



Z>'e-t- C* 

r 

n et ainsi de suite. 

C 

y) Donc si on veut savoir de combien la fraction ^ , 

\^ 

V par exemple , approche de la quantité a, on cherchera 



< 



/ 
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C 

7) la différence éntre^ et a; enprenantpoiiralaqtiJn^ 

... Cd^B ... 

^C^_Cd4B C BO^.CB^ i 



i> à câtise dé BC^ — CB^:s:i i (îijî) :or; comme 6ù 

» suppose que cT soit la valeur approchée de d, ensorte 

yi que là différence enti-é d eil soit niolndrè qtie Yur 

9> nité (iii)> il est clair que la valeur de d seraren- 

n fehiiée èntte les deilx nombres «T et «^^ d: i (le signé 

Yt supérieur étant pour le cas où la valeur approchée t 

fi est liioindre que la véritable d, etlé signe infériéut 

m pour le cas où cT est plus grand que d) ,et que par 

3^ conséquent la valeur de CW+^* sera aussi ire^fnlée 

ii entre ces deux-ci, OS^+B\etO{S±:i)+B^ ^cest^- 

Q 

» dire entre/)* et jD* dz O : doncladifféi-erice d^^j^J 
n sera renfermée entre ces deux limites ;.;.;.... 

^ OD"^ * CYDHhCÔ ' ^'^^ ^'^^ pourrajugerdeïaqiiaih 

. "" C 

ÎFi tité de l'approximation de la fraction 777; 

n 121. En général, Gin aura 



A'b 



— £._ 1 

^~B' B'Ib'c+A') 
7> et ain8iâèsmté; 



^ Ôr,> 
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w Or , si on suppose que les valeurs approchées ^ , i8 , 
w y^ etc. soient toujours prises moindres que les véri- 
r> tables, ces nombres seront tous positifs , aussi bien que 
)^ les quantités &, c, rf, etc. (ni)', donc les nombres 
y) A^B yCy etc. A\B\0, etc. seront aussi tous positifs ; 
n â!oà il suit que les différences entre la quantité a et 

n les fractions "77 > "n? > 707 etc. seront alternative- 

yi ment positives et négatives > c'est-à-dire , que ces frac- 
7t tious seront alternativement plus petites et plus 
p grandes que la quantité a. 

w De plue, comme A>i8, c'^y,d^S', etc. Qiyp-) 
n on aura 

C'd+ i^» > C**r + ^» > 7>S etc. 
1» etcomme&<i8-{-i, c<^5^ + i, f£<J^-|-i , on aura 

i<^»4-i , /?' c+A' .-^ 2?» (>. + 1 ) 4- ^' < O +^» , 
C'd + //*<C(; + i)+^'</>' + CS etc. 

r» de sorte que les erreurs qu'on commettrait en prenant 

ABC 

V les fractions — , 777,777, etc. pour la valeur de a, 

Tft seraient respectivement moindres que 

111 



A'B"^ ' B'O ' OD 
n mais plus grandes que 

1 1 1 . ^ 

n d'où Ton voit combien ces erreurs sont petites , et 
t) combien elles vont en diminuant d'une fraction à 
1» Tautre. 

a. Q 
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J ïïi {] 

w Mais il y a plus : puisque les fractions -71 > -dT > 7>r>*^^' 

)i sontalternatiYement plus petites et plus grandes que la 
n quantité a, il est clair que la valeur de cette quantité 
Yi se trouvera toujours entre deux fractions consécutive» 
T) quelconques ; or nous avons vu ci-dessus (119) qu'il 
iri est impossible qu'entre deux telles fractions puisse se 
in trouver une autre fraction quelconque qui ait un dé- 
r nominateur moindre que l'un de ceux de ces deux frac- 
3^ tions ; d'où Ton peut conclure que chacune des fractions 
)^ dont il s'agit exprime la quantité a plus exactement que 
» ne pourrait faire toute autre fraction quelconque , dont 
•fl le dénominateur serait plus petit que celui de la fraction 

C 

)i suivffiite^ c'est-à-dire, que la fraction •-^,,pîar exem- 

)) pie , exprimera la valeur de a plus exactement que 

)) toute autre fraction — , dans laquelle userait moindre 
51 que Z>. 

Yi 122. Si les valeurs approchées *, /3, 3/, etc. sont 
f) toutes ou en partie plus grandes que les véritables , 
Yi alors, parmi ces nombres , il y en aura nécessairement 
i> de négatifs (1 1 1) ; ce qui rendra aussi négatifs quel- 
Y) ques-uns des termes des séries A , B ^ C, etc. A^^ B\ 
•i-i Oy etc. par conséquent les différences entre les frac-* 

ABC , . , , 

•fl tions "71 * "dT > TTTi ®t^- ®t la quantité a, ne seront plus 

51 alternativement positives etnégatives, comme dans le 
35 cas du numéro précédent; de sorte que ces fractions 
55 n'auront plus l'avantage de donner toujours des limites 
55 enplus et en znofn^ delà quantité a, avantaged'une très- 
55 grande importance , et qui doit par consécjuent faire 
?') préférer toujours' dans la pratique les fractions con^ 
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n tinues où les dénominateurs seront tous positifs. Ainsi, 
n nous ne.considérerons plus dans la suite que des frac- 
99 tions de cçtte espèce. 

D ia3. Considérons donc la série 

A B C D 

^__ __ P'ff» 

^i> £iy ^i> D'' 

I» dans laquelle les fractions sont alternativement plus 
?) petites et plus grandes que la quantité a\ il est claie 
n qu'on pourra partager cette série en ces deux-ci : 

£- £. ^ 

9 La première sera composée de fractions toutes plus pe»» 
is tites que a , et qui iront en augmentant vers la quan- 
n tité a; la seconde sera composée de fractions toutes 
n plus grandes que a , mais qui iront en diminuant vers 
ry cette même quantité. Examinons maintenant chacune 
)) de ces deux séries en particulier : dans la première ^ 
i> on aura (liy) et (119), 

o A' ~ A' a' 



E 


C 



f 


, etc. 


E' 


OE' 


ide^ 


, on aura 




, 


B 
B' 


D 




> 


D 
9' 


F 




, etc. 



U^i COMPLÉMENT 

)' Si les nombres ^,«r, e, etc. étaient tous égaux i 

V l'unité, on pourrait prouver, comma dans le n* 119, 
7) qu'entre deux fractions consécutives quelconques de 
ji l'une ou de l'autre des séries précédentes , il ne pourrait 

V jamais se trouver aucune Autre fraction dont le déno- 
r minateur serait moindre que ceux de. ces deux frac- 

V tions ; mais il n'en sera pas de même , lorsque les nom- 
iî bres y, cT, e, etc. seront difFéreris de Tunité; cardans 
}' ce cas , on pourra insérer entre les fractions dont il 
w s'agit autant de fractions intermédiaires qu*il y aura 
r. d'unités dans les nombres >— i,J^ — i,é— 1, etc. 
>î et pour cela , il n'y aura qu'à mettre successivement 
n dans les valeurs de C et C* (117), les nombres 1, 

3) a, 3, >*~ i> àl^ place de^; etdemêmedani 

» les valeurs de Z) etD\ les nombres i, a^Z^ . . .«T— 1, 
3) à la place d e S ^ et ainsi de suite. 

T) 1 34. Supposons , par exemple , que y soit = 4 , on 
;î aura 

• r 

A C 

>9 et on pourra insérer entre les fractions —r^ et ^ , troii 

» fractions intermédiaires ^ qui seront 

B + A &B +A 5B +A 

B'+A'' nB' + A'' 5£'+A'' 

w II est clair que les dénominateurs de ces fractions 
n forment une suite croissante par des différences égales, 
» depuis A^ jusqu'à O , et lès numérateurs depuis A 
)î jusqu'à C', et nous allons voir que les fraction» elles- 

» mêmes croissent aussi çontiuuellement depuis — jus^ 



• / 
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^ qu'à—, en sorte quil serait maintenant impossible 
» d'insérer dans la série 



^ B-i^A zB+A 3B+A 4B+A 



ou 



A''B''i^A''QB'+A''3B'+A''4B'-^A' C* 

« aucune fraction dont la valeur tombât entre celles de« 
5î deux fractions consécutives ^ et dont le dénominateur 
w se trouvât aussi entre ceux des mêmes fractions. Car si 
» on prend lesdifférences entre les fractions précédentes, 
» on aura , à cause de BA^ — AB^ = i , 

B^A A i 



J?*-f^' A^~ A'^B'^A') 
qB+A B+A 



ZB+A nB+A 1 

ZB'+A' 2B'+A' ~ (^iiB'-i-A') 0B'+A') 
C ZB+A 1 



O 5B'+A'~ (5B'+A') C ' 

A B'4-A 
t» d'où l'on voit d'abord que les fractions-j^ , ji >^^^* 

?> vont en augmentant , puisque leurs différences sont 
j)^ toutes positives ; ensuite , comme ces différences sont 
tt égales à l'unité divisée par le produit de deux dénomi- 
ry nateurs , on pourra prouver , par un raisonnement ana- 
Yt logue à celui que nous avons fait dans le n^ 1 19 , qu'il 
n est impossible qu'entre deux fractions consécutives de 
^1 la série précédente , il puisse tomber une fraction quel- 

y» conque — , si le dénominateur/i tombe entre les déno- 
/i 

rt minateurs de ces fractions, ou en général, s'il est plut 

n petit que le plus grand des deux dénominateurs. 

3 
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r) De plus , comme les fractions dont nous parlons sont 
>^ toutes plus petites que la vraie valeur de a ^ et que la 

)» fraction -^ , est plus grande , il est évident que chacune 

y) de ces fractions approchera de la quantité a , en sorte 
V que la différence en sera plus petite que celle de la 

>> même fraction et de la fraction ^ ; or on trouve 



A 


B 1 


A' 


B' A'B' 


B+A 


B 1 


B'+A' 


B' (^B'+A')B' 


sB+A 


B 1 


slB''\-A' 


B' Ç2B'-+-A')B' 


5B+A 


B 1 


ZB'+A' 


B' ~ (3B'+A')B' 


C 


B 1 


O 


B' O B' ' 



^t Donc , puisque ces différences sont aussi égales à 
>) Tunité divisée par le produit des dénominateurs, on y 
7) pourra appliquer le même raisonnement du n* iig, 

>) pour prouver qu'aucune fraction — ne saurait tomber 

A B ^ A 

m entre une quelconque des fractions -j^ , . : 

5' o, . — 27» etc. et la fraction 777, si le dénominateur n 

2-fi*+-4* B^ 

* est plus petit que celui de la même fraction ; d*où il 
yt suit que chacune de ces fractions approche plus delà 
w quantité a que ne pourrait faire toute autre fraction 
y plus petite que a, et qui aurait un dénominateur plus 



DES ELEMENS D* ALGÈBRE. %Ji^ 

i> petit y c'est-à-dire, qui serait conçue en termes plut 
n simples. 

n laS. Nous n'ayons considéré dans le numéro précéi» 

A C 

n dent que les fractions fntermédmfre^cntre— r et-rr-: 

A^ C* 

» il en sera de même des (fractions intermédiaires entre 

C E ^ E G 

Tf> -^ et—, entre— et^, etc. si g, w, etc. sont des 

n nombres plus grands que Tunité. 

n On peut aussi appliquer à l'autre série 777 1 751 i 

F 

f> —, etc. tout ce que nous venons de dire relativement à 

n la première série -r, > 7;7> etc. de sorte que si les nom- 

Yi bres J^ , Ç, etc. sont plus grands que Tunité , on pourra 

. r B D D ^F ^ 

r) mserer entre les tractions -ttt et -77. , entre •=- et — -, etc. 

. r^ différentes fractions fntennec£/a/re5,'toutes plus grandes 
V que a , mais qui iront continuellement en diminuant , et 
îï qui seront telles qu'elles exprimeront la quantité a plus 
n exactement que ne pourrait faire aucune autre fraction 
7> plus grande que a , et qui serait conçue en termes plut 
7') simples. 

n De plus, si fi est aussi un nombre plus grand que l'u- 

n nité, on pourra pareillement placer avant la fraction. 

B . r . A + 1 aA+i 3A+1 ^ . 
51 -57, les fractions — ï — , -^ — , — =^ — , etc. jus- 

n qu'à ï-i, savoir, — , et ces fractions auront les 

n mêmes propriétés que les autres fractions intermé^ 
n diaires. 
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7) 'De cette manière on aura donc ces deux suite* 
f» complètes de fractions convergente s vers la quantité a; 

Fractions croissantes et plus petites que a. 

j4 B+A qB-^-A (y — i) B+A 

Zl'' B'-^A^'Ib^+J'*"" {^—i)B'^A'' 

E P\E 

Fractions accroissantes et plus grandes que a. 
A-^i qA+1 ^A+i (/g— 0^+1 

B' ' O+B' ' qO^B' ' "' (<f_i)C'-f ^» ' 
D E+D 

Yi Si la quantité a est irrationnelle , les deux séries pré- 
w cédentes iront à Tinfini , puisque la série des fractions 

A B C ^ . . , 

>i "71 j "STi 7n > ®^^* ^^ ^ous nommerons dans la smte 

rs fractions principales ^ pour les distinguer des^actfon^ 
r> intermédiaires , va d'elle-même à TinSni (117). 

m Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une 

fi fraction quelconque pr^, nous avons vu dans le numéro 

Tfi cité, que la série dont il s'agit sera terminée, et que la 
w dernière fraction de cette série serala fraction même 
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7) Yri'i do^c cette fra€tion terminera aussi nécessairement 

i> une des deux séries ci--des8us , mais l'autre série pourra 
19 toujours aller à TinEai. 

V En efFet , supposons que «f soit le dernier dénomi- ^ 

n nateur de la fraction continue ; alors — sera la der-' 

yi nière des fractions principales , et la série des fraction». 
y) plus grandes que a sera terminée par cette même frac— 

» tion — ; or l'autre série des fractions plus petites que a, 

, C . 

r) se trouvera naturellement arrêtée à la fraction ^ , qui 

_^ 
fi précède—; mais pour la continuer, il n'y a qu'à- 

» considérer que le dénominateur g, qui devrait suivre 
)> le dernier dénominateur cT, sera =oo (m); de; 

yt sorte que la fraction — , qui sui\Tait — dans la suite 

r des fractions principales , serait 

oo D+C D 
oo D'+O ~ D'* 

7> or , par la loi des fractions intermédiaires , il est clair 
» qu'à cause de i =oo , on pourra in&érer entre les frac- 

C E 

ï) tions — et ^ une infinité de fractions intermédiaire*, 

n qui seront 

D+C zD+C 5D+C 
D'+Q' uD'-^O' 3Z;'-+.C' '**''• 
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» Ainsi, dans ce cas, on pourra, après la fraction j;^ 

rt dans la première suite de fractions, placer encore les 
î» fractions intermédiaires dont nous parlons, etlescon- 
t» tinuer à l'infini. 

I» 126. Une fraction exprimée par de grands nombres 
n étant donnée ^ irouuer toutes les fractions en moindres 
y> termes , qui approchent si près de la vérité , qu'il soit 
D impossible d'en approcher davantagepar des fractions 
9> plus simples. 

ii Ce problème se résoudra facilement par la théorie 
p que nous venons d'expliquer. 

» On commencera par réduire la fraction proposée en 
p fraction continue , par la méthode du n** n a , en ayant 
p soin de prendre toutes les valeurs approchées pluspe»- 
p tites que les véritables, pour queles nombres «, jS, y, etc. 
p soient tous positifs ; ensuite , à l'aide des nombres trou- 
p yésctyfiy y, etc. on formera, d'après les formules du 

p n* 117, les fractions -jj, ■^, j^, etc. dont la der- 

p nière sera nécessairement la même que la fraction pro- 
p posée , parce que , dans ce cas , la fraction continue est 
p terminée. Ces fractions seront alternativement plus pe- 
p tites et plus grandes que la fraction donnée , et seront 
p successivement conçues en termes plus grands ; et de 
p plus , elles seront telles , que chacune de ces fractions 
p approchera plus de la fraction donnée , que ne pourrait 
p faire toute autre fraction quelconque qui serait conçue 
p en termes moins simples. Ainsi on aura par ce moyen 
p toutes les fractions conçues en moindres termes que la 
p proposée, qui pourront satisfaire au problême. 

p Que si on veut considérer en particulier les fractions 
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r> plu» petites et les fractions plus grandes que la pro- 

5^ posée, on insérera entre les fractions précédentes au- 

» tant de fractions intermédiairQS que l'on pourra, et on 

yi en formera deux suites de fractions convergentes, le» 

51 unes toutes plus petites et les autres toutes plus grandes 

y> que la fraction donnée ( i fl3 , 124^^^ ^5) ; chacune de 

n ces suites aura en particulier les mêmes propriétés que 

V la suite des fractions principales -jj, -bt» Tu^ etc. car 

T les fractions dans chaque suite seront successivement 

r^ conçues en plus grands termes , et chacune d'elles ap- 

y) procheraplus de la fraction proposée , que ne pourrait 

51 faire aucune autre fraction qui serait pareillement plus 

r petite ou plus grande que la proposée, mais qui serait 

^1» conçue en termes plus simples. 

51 Au reste, il peut arriver qu'une des fractions intermé" 

51 diaires d'une série n'approche pas si près de la fraction 

TD donnée , qu'une des fractions de l'autre série , quoique 

» conçue en termes moins simples que celle-ci; c'estpour- 

» quoi il ne convient d'employer les fractions interniez 

y> diaires, que lorsqu'on veut que les fractions cherchées 

n soient toutes plus petites ou toutes plus grandes que la 

y) fraction donnée. 

f) 11x7. Suivant la Caille , l'année solaire est de 365^ 5* 

T> 4^' 49" > ®t P^ conséquent plus longue de 5*48' 49*^ 

r que l'année commune qui est de 365^ ;si cette difFérence 

15 était exactement de six heures,eUe donnerait un jour au 

95 bout de qiiatre années communes ; mais ^ on veut sa- 

9) voir au juste au bout de combien d'années communes 

5^ cette différence peut produire un certain nombre de 

vi jours, il faut chercher le rapport qu'il y a entre 24* 

55 et 5*48'49*'> on trouve ce rapport :=457?fj ^* ^^^^^ 

7> qu'on peut dire qu'au bout de 86400 annétts com- 
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)i miines^ il faudrait intercaler 20929 jotmpcur les ré- 
« duire à des années tropiques (*) 

w Comme le rapport de 86400 à 209129 est exprimé en 
» termes fort grands^ on propose de trouver en des termei 
V plus petits des rapports aussi rapprochés de celui-ci 
r qu'il lui est possible. 

î^ On réduira donc la fraction ||~^ en fraction con- 
9) tinue par la règle donnée dans le n* 1 12 , qui est k 
î' jnême que celle qui sertà trouver leplus grand commim 
ï» diviseur de deux nombres donnés : bn aura 



^0929 86400 
[85716 



2684 



20929! 
18788 



2141 



7=& 

2G84 
2141 



543 



2i4i'3=i^ 
629 
543 

5l2 



■5 



12 



3i 



I=f 



5l2 

4.96 



i6 



16=;; 



3i 
16 



1 



i5 



16 

i5 

1 



i=fl 



i5 
i5 



f*) On appelle année solaire on année tropique l'espace de teknpt 
qu'il faut pour ramener la terre dam la même position à Pëgatd da 



^ 
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- )t Connaissant ainsi tous les quotiens a, 0, y^ etc . on em 

>• formera aisément fa série -7; > j^r* *^^* ^® la manière 
}^ suivante: 

4, 7, 1, 5, 1, iff, 1, 1, i5, 

±* •' JLi »*> «•« a7o4 28«f y < *o «^4>ft» 
1* "t"/ 9 > 31 ' T?" > ITT > Iti^ > IÎT5 > âôTTy* 

1 OÙ Ton voit que la dernière fraction est la même quo 
7) la proposée. 

y^ Pour faciliter la formation de ces fractions , on écrira 
j» d*abord, comme je viens de le faire, la suite des quo- 
71 tiens 4^ 7> 1 , etc. et on placera au-dessous de ces 
i> quotiens les fractions ■}•, 1^, ^^, etc. qui en résultent. 

y^ La première fraction aura toujours pour numéra- 
P téur le nombre qui est au-dessus , et pour dénomina- 
ri teur l'unité. * 

y> La seconde aura pour numérateur le produit du 
yi nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la 
» première, plus l'unité, €t pour dénominateur le non>« 
D bre même qui est au-dessus. 

7? La troisième aura pour numérateur le produit du 
V nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la se< 
7* conde, plus celui de la première, et de même pour 



•oleil. Les attronomet ont concla des obserrations , qne cet espace 
est de 365 jours 5 henres Ifi minutes 49 secondes ^ et il suit de lÀ 
qu'eau bout de 365 jours, ou d^une année cwiUy 'û s'en faatda 
5 heures 48 minutes 49 secondes que la terre n'ait achevé sa révo« 
lution autour du soleil. Ce complément se trouve compris dans 
Tannée suivante. S'il était précisément de 6 heures, 4 révoJuCiont 
jvrapliraient 4 Ans et un jour. 

Lt» joQts qu'on ajoute pour accorder les révolutions de la terre 
avecles années civilcr , s'appellent ^'ourx intercalai fs , ou inier^ 
0Al0tionê. 
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5ï dénominateur le produit du nombre qui est au-dessus 
r par le dénominateur de la «econde , plus celui de la 
D première. 

« Et en général chaque fraction aura pour numérateur 
tf le produit du nombre qui j est au-<lessus par le numé- 
ïi rateur de la fraction précédente , plus celui del'avant- 

V précédente ; et pour dénominateur le produit du même 
19 nombre par le dénominateur de la fraction précédente^ 

V plus celui de l'ayant-précédente. 

)^ Ainsi, 519=7.4+1, 7=7, 33=1.29+4, 

V 8=1 .7+1, 128=3.33 + 29, 3i=3.8+7, et 
Ti ainsi de suite : ce qui s'accorde avec les formules du 
T n*ii7. 

-it Maintenant on voit par les fractions 7, ^, V"» ®*^' 
n que Tintercalation la plus simple est celle d'un jour 
9> dans quatre années communes, ce qui est le fon* 
yy dément du calendrier julien; mais qu'on approcherait 
T(^ plus de l'exactitude en n'intercalant que sept joun 
3ï dans l'espace de vingt-neuf années cohimuaes, ou 
7) huit dans l'espace de trente -trois ans^ et ainsi d« 
3) suite. 

w On voit déplus, que comme les fractions ^, ^, V> 
T sont alternativementplus petites et plus grandes que la 

m fraction ||||| ou -^j-^^— 7, l'intercalation d'un jour 

» sur quatre ans sera trop forte , celle de sept jours sur 

fi vingt-neuf ans trop faible , celle de huit jours sur 

» trente-trois ans trop forte, et ainsi de suite; mais 

n chacune de ces intercalations sera toujours la plus 

ri exacte qu'il est possible dans le même espace de tenlps. 

31 Or , si on range dans deux séries particulières les 
}> fractions plus petites et les fractions plus grandes que 
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>• la fraction donnée > on y pourra encore insérer diffé— 
n rentes fractions intermédiaires pour compléter les se— 
V ries ; et pour cela on suivra le même procédé que ci^ 
D dessus y mais en prenant successiven^t à la place de 
y* chaque nombre de la série supérieure tous les nombres 
r» entiers moindres que ce nombre (lorsqu'il y en a )• 

n Ainsi ^ considérant d*abord les fractions croissantes 
4, 1, 1 , 1, i5, 

n on voit qu'à cause que l'unité est au-dessus de la se- 
n conde , de la troisième et de la quatrième , on ne 
n pourra placer aucune fraction intermédiaire, ni entre 
n la première et la seconde, ni entre la seconde et la troî- 
n sième, ni entre la troisième et la quatrième; mais 
n comme la dernière fraction a au-dessus d'elle le nom- 
1» bre i5, on pourra, entre cette fraction et la précé- 
9) dente , placer quatorze fractions intermédiaires , dont 
n les numérateurs formeront la progression par diffé- 
fl rences28S5-f-5569, 2865+2. 5569, 2865+3.5569,etc. 
D et dont les dénominateurs formeront aussi la progrès-» 
D sion 694+1349 > ^94+^ • ^349 , 694+3 . 1349, ®*^- 

n Par ce moyen , la suite complète des fractions croîs* 
1* santés sera 

4 î^ 1<« r96% 1 4^4 1400} io<7» m Al 307» o 
î* "T > T5 9 ^ > a04 3 ' llvi > -t-ytr > 6j o> /t'9> 
3^179 4i» 4 < 474X7 i» '^ < 8? ^ < ff ^t 4 6 <9; 7 < \i» • 
TtÎT^ io»T7 > TT4ld^ iisT? * I 1X4 ' »5» J* > î?ViT/ iTiji » 

> o 8 < I JA »oo 
ly f 80 > xo 19* 

w Et comme la dernière fraction est la même que la 
ry fraction donnée , il est clair que cette série ne peut pas 
n être poussée plus loin. 

r) De \À on voit que si on ne veut admettre que des 
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31 intercalations qui pèchent par excès , les plus simples 
)î et les plus exactes seront celles d'un jour sur quatre 
:t années , ou de huit jours sur trente-trois ans , ou de 
57 trente-neuf sur cent soixante-un ans , et ainsi de suite. 
)) Considérons maintenant les fractions décroissantes 

7, 5, iG, 1, 

7"> 3l > 655 ' «349-* 

T et d'abord , à dause du nombre 7 qui est au-dessus 
31 de la première fraction , on pourra en placer six autre» 
îi avant celle-ci , dont les numérateurs formeront la pro- 

V gression par différences 4+J > 2 . 4+^ » 3 • 4+ ^ > ^^^' ®^ 
y» dont les dénominateurs formeront la progression 1 , 
î? û, 3 , etc.; de même, à cause du nombre 3, on pourra 
n placer entre la première et la seconde fraction , deux 
D fractions intermédiaires ; et entre la seconde etlatroi- 

V sième, on en pourra placer i5 , à cause du nombre 16 

V qui est au-dessus de la troisième ; mais entre celîe-ci 
ï> et la dernière on n*en pourrait insérer aucune , à cause 
7) que le nombre qui est au-dessus est Tunité. 

îi De plus , il faut remarquer que comme la série pré. 
3> cédante n'est pas terminée par la fraction doimée , on 
r peut encore la continuer aussi loin que Ton veut, 
n comme nous Tavons fait voir dans le n* laG. Ainsi on 
51 aura cette série de fractions décroissantes : 



1 ' UL i-l * I ii 12. £? 11 " * i8v 410 ^ 1 1 77» 
7> %f i > 4*5 > 6 9 -j > 15" 1x3^ Ti' y 7o>iov> TTSi TT?* 

5>_li «094 J*L' JUtjA « ^'7 7 1-7 3 t iXÇ*^ X o < o *'^*\ 
' 1i6 > TTi' ' "TÔ4 > J4J ^ 38i» '4âi > 4«o > TTT"* î 38 » 
. • » 38 a g 5 4 } 170» t 5(^9 9 i ■» << -^ i ■? « ? 6 9 t/il2S2. ? 5 ! ' f 9 
>/7» dl6J 6W>I349' li'i 78 > 4 3107 > tf4l 36 > 8)05' > 

4375<?P |»*p 
ïrôT994 * ^^^' 

r lesquelles sont toutes plus grandes que la fraction pro- 
)' posée , et en approchent plus que toutes autres frac- 
v> tions qui seraient conçues en termes moins simples. 
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fi On peut conclure de là que si on ne voulait avoir 
7) égard qu'aux intercaladons qui pécheraient par dé- 
Yi faut , les plus simples et les plus exactes seraient celles 
,>") d'un jour sur cinq ans, onde deux jours sur neuf ans, 
n ou de trois jours sur treize ans / etc. 

iî Dansle calendrier grégorien , on intercale seulement 

V quatre-vingt-dix-sept jours dans quatre cents années ; 
-jt on voit par la table précédente qu'on approcherait 
7> beaucoup plus de l'exactitude en intercalant cent neuf 
3> jours en quatre cent cinquante années. 

n Mais il faut remarquer que dans la réformation gré- 
y> goriennte , on s'est servi de la détermination de l'année 

V donnée par Copernic , laquelle est de 3S5 jours 5 heures 
?i 49 Diinutes 20 secondes. En employant cet élément, on 
n aura , au lieu de la fraction I^Jff , celle-ci , |f J-f? , ou 
r) bien {^ , d'où l'on trouverait , par la méthode précé- 
71 dente, les quotiens4> 8, 5, 3, et de là, ces fractions 
m principales, 

4> 8, 5, 3 



4 2.' 1*^0 M» 



^ qui sont, à Texceptiondes deux premières, assez dif- 
9> férentes de celles que nous avons trouvées ci-dessus. 
7» Cependant on ne trouve pas parmi ces fractions la 

V fraction^, adoptée dans le calendrier grégorien , et 
Yt cette fraction ne peut pas même se trouver parmi les 
. y> fractions intermédiaires qu'on pourrait insérer dans les 

V deux séries 4 , ^ et ^,ru> ^^ ^ ®^* ^^^^ qu'elle 
*)> ne pourrait tomber qu'entre ces deux dernières frac- 

91 tidus, entre lesquelles, à cause du nombre 3 qui est 
)i au-dessus de la fraction — , il peut tomber deux frac- 
n tiens intermédiaires, qui seront —^ et y^- *, d'où Ton 
n voit qu'on aurait approché plus de l'exactitude, si, 

11 
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fi dans la réformation grégorienne^ on avait prescrit de 
V n'intercaler que quatre-vingt-dix jours dans l'espace 
'Ti de trois cent soixante-onze ans. 

)^ Si on réduit la fraction *,^ à avoir pour numérateur 
n le nombre 86400, elle deviendra fUrf , ce quisuppo- 
)) serait Tamiée tropique de 365 jours 5 heures ^9 Toai- 
ry nutes, la secondes. 

•n Dans ce cas , Tintercalation grégorienne serait tout- 

* y) à-fait exacte ; mais comme les observations donnent 

n Tannée plus courte de 223 secondes , il est clair qu*il 

)) faudra nécessairement , au bout d'un certain espace 

D de temps , introduire une nouvelle intercalation. 

)) Si on voulait s*en tenir à la détermination de La- 

V caille, conmie le dénominateur 97 de la fraction — 
^ se trouve entré les dénominateurs de la cinquième et 
3^ de la sixième des fractions principales trouvées ci- 

V devant , il suit de ce que nous avons démontré n® 1 aa, 
rt que la fraction ^ , approcherait plus de la vérité que 
îî la fraction ^ ; au reste , comme les astronomes sont 
Yt encore partagés sur la véritable longueur de Tannée, 
il nous nous abstiendrons de prononcer sur ce sujet; 

/ 'il aussi n*avons-nous eu d'autre objet daps Les détaik 
y) que nous venons de donner , que de faciliter lei 
rt moyens de se mettre au fait des fractions continues 
yi et de leurs usages*, dans cette vue, nous ajouterons 
-il encore l'exemple suivant. 

y) 128. Nous avons déjà donné (1 16) la fraction con- 
n tinue qui exprime le rapport de la circonférence du 
>i cercle au diamètre , en tant qu'elle résulte de la frac- 
h tion de Ludolph ; ainsi , il n'y aura qu'à calraler de 
?> la manière enseignée dans Texemple précédent , la 
ïï série des fractions convergentes vers ce même rapport; 
17 laquelle sera 
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5,7, i5, 1, 29a, 1, 1, 1, a, 

*^ 7>io6>»»3> jiiox> 53:1$ > «5i'7> TsTTTr* vrTTTT* 

i> 3, 1, 14, a, 1, 

1 2, a> 2, 2, 

4 f » t < 7 9 8 7 aotft9g<89 5 ay494 * I 779 tf i<Î7' • 04<4 I4>g;j9i<;g7 . 
I j»oo»J977>"r7ÔaTl7 i > B. is -a 4 38 J lj>ô} j 1 y d O 7 > '4 7 > J /tf 7 ^1 »■> 

1, 84, 2, 1, 

g k O < 1 3 A •: I 4 T 17»} <S61 I g/ Ti 1^8778 > 77^le1 Ml ' l-> 19917^ 4 
• 7 O » 4P 7 I > J» > » tf •/ o 6 3 o y 7 4oT"> . « 4 » «ÎT^lTl o 7 $ > 't7'o9ff9077y4l } > 

i, i5, 3, 

*l9^J7^8'»<7 I T " 7 W - ?^ '■ X/<7 1 9 4a| «14$ 9 T149104 
If i 718 . 4 • ' '8 > 4Ht8>4tf/7o 8» 3 > X j ffTôTg 12 1 > 701 a 7 > 

i3, 1, 4, 

T70tf67 49 \>otf7 7 4'l. tfll 899 2_i.* "* ' 7 0.» » ^ox-»g 17 . o '■ 17 i % 9 1 1 
tg* tf4yxo48i<4374> ^y )>'9^xtfyT$449t 1 j)6a. 7 tf877 i-^lT» i fT > 

a, 6, 

^<<<a744<< g S 8 88^7 Atooing^fi^ o t o<C9i41 
»l -oa i7 4tfl .iTf"vX67 ' i3tf876/i>46 7t 8y i40 > 

6 , 1. 

fl<C4g<9ll X< I •<p lo414j. 2_2_7 67 0A07l7_2_oJ_7^ < 8« 
g4l4tf8»87 4Ï0» X j»©?""* 9 7pT4S iâTÏ7 Woo . 47"' 

)i Ces fractions seront donc alternativement plus pe- 

n tites et plus grandes que le vrai rapport de la circon- 

V ftrence au diamètre , c'est-à-dire , que la première J- 

9) sera plus petite, la seconde '^* pltis grande , et ainsi de 

Y) suite ^ et chacune d'elles approchera plus de la vé- 

)) rîté que ne pourrait faire toute autre fraction <|ui 

51 serait exprimée en termes plus simples , ou en gé- 

y) néraly. qui aurait un dénominateur moindre que le 

T> dénominateur de la fraction suivante ; de sorte que 

ry Ton peut assurer que la fraction ' approche plus de 

7) la yérité que ne peut faire aucune autre fraction dont 

D le dénominateur serait nionidre que 7, de même la 

9) fraction ^ approdiera plitf à» bi vérité que toute 
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5î autre fraction dont le dénominateur serait moindre 

)? que .106^ et ainsi des autres. 
. • . '1 . * * • • 
5) Quant à Terreur de chaque fraction , elle seratou- 

r jours moindre que Tunlté divisée par le produit du dé- 

» nominateur de cett» fraction par celui de la fraction 

n suivante. Ainsi Terreur de la fraction 7 sera moindre 

7^ que f , celle de la fraction ~ sera moindre que -yrroT» 

fi et ainsi de suite. Mais en même temps Terrçur de 

yy chaque fraction sera plus grande que l'unité divisée par 

n le produit du dénominateur de cette fraction ^ par la 

)) somme de ce dénominateur et du dénominateur de 

Yt la fraction suivante ; de sorte que l'erreur de la frac- 

51 tion f sera plus grande que -J , celle de la fraction -^'■ 

it plus grande que yrrrï , et ainsi de suite (lai). 

51 Si on voulait maintenant séparer les fractions plus 

îi petites que le rapport de la circonférence au diamètre, 

V d*avec les plus grandes , on pourrait, en insérant les 

t") fractions intermédiaires convenables, former deux 

Yi suites de fractions , les unes croissantes et les autres 

îi décroissantes vers le vrai' rapport dont il s'agit; on 

}? jurait de cette manière 

Fractions plus petites que -tt »^. 

^ aiamèt, 

' 11 tZ !L^ ?JL *»' Ll} *'*' 12J *«' **^ **' »<fy 
if 8 > »5> ax>i9> "T^ > 43 * » o>Tf > TA > tT > Tï » 7? » 

.U9 LîJ 113 i33 iJ?±l *i^« «y »»<»« **6î ^♦« 
itz i 'i9 y iq€ i %i9'> 33r> "44T* > TïT' ITiT f "JVT > *^*'- 

Fractions plus grandes (jue-^. i-; 

47 1^ il «^ L'. 1» IL' *«>*Î4« 3il<f89 fi4tf^ot 
i>»>î>"T>'î*^> 7>xi3* Tli I » > 99T\% 9 TBVtt T > 

i±>±îli lil/lî^ lllVl?l?£l 4it.<<7 9<7 l48pVa48 8j ^*.« 
l7»5o33> l7»3l6H> »Z746l^7 > ïTi OoTj? tf ' 4? ÎTÎ S 7Ô7"> *''^*'* 

■ 

)) Chaque |ractioQ <de la première série approche plus 



\ 
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n de la vérité que ne peut faire aucune autre fractioa 

V exprimée en termes plus simples , et qui pécherait 
î> aussi par défaut ; et chaque fraction de la seconde 
?•) série approche aussi plus de la vérité que ne peut 
î> faire aucune autre fraction exprimée en termes plu» 
)^ simples et péchant par excès. 

)> Au reste , ces séries deviendraient fort prolixes , si 

V on voulait let pousser aussi loin que nous avons 
yi fait à Tégard des fractions principales données ci- 
r> dessus )i. . 

129. Après let exemples ci-dessus , les lecteurs 
trouveront sans peine les diverses valeurs approchées 

de v/â, • ^ 

1 }, Z 11 ïl 112 pf-r 
2> a> ii ii> 7o> iTy*^'-^* 

au moyen de la fraction continue 

- 2 + etc. (116). 

Une semblable fraction , dans laquelle les dénomina- 
teurs sont toujours les mêmes ^ ou reviennent dans im 
certain ordre , se nommeyraci£o/i continue périodique , 
et peut toujours être regardée comme la racine d*une 
équation du second degré. 



Soit la fraction a + y . 1 

0+7 , 1 



b + etc. 



en la faisant égale à .r, on aura 
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1 



*+5+i. . 



^ "^ î + etc. 



Lft nombre des fractions intégrantes étant illimité , il est 
évident qu'on peut substituer encore x — aàTensemble 
des fractions qui Suivent la première^ ensorte quon 
aura 



X'^-arr 



è-j-x — a* 
d'où il suit 

X* — (2a — i)a:+a* — ab — 1 =0, . 

équat'-^n f^e laquelle dépend l'inconnue x, qui repré- 
sente la fraction proposée. En supposant a=i et 4=:»^ 
elle devient 

x^ — 2 = 0, 
et donne 

ce qui justifie l'expression indéfinie rapportée plu» 
haut. 

Soit encore ]a, fraction continue 

c + etc. 

dont la période embrasse deux fractiond intégriMitei ^ 

ojfi aura dans ce cas 
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1 



x-a = j_j_i 



c + ' 



c + etc. 

•t en substituera or— a au lieu de toutes les fractions 
qui suivent la seconde ; il viendra 



A+ 



c ^ X "--a 
dont on tirera 

Ax* — (aaft — ftc)a; + a*ft — ab 0-^0^=10, 

Il est facile d'étendre ce procédé à telle fraction pé- 
riodique que ce soit. 

Réciproquement une équation du second degré étant 
donnée , on en tirera une fraction continue périodique , 
en lui appliquant la méthode donnée (^Élém. sai) pour 
résoudre les équations par approximation. On trouvera 
la démonstration de cette même proposition dans les 
Mémoires de T Académie de Berlin , ann. 17G8, p. i35> 
et dans les Additions à t Algèbre d*£uler , pag. 47S. 

De quelques autres transformations des fractions, 

i3o. On a vu dans le n® 11a que la fraction continue 

équivalente au nombre fractionnaire — s'obtenait de ki 

même manière quon procède à la recherche du plu» 
grand commun diviseur , c'est-à-dire , en divisant A 
par B , puis B par le reste C, puis ce premier reste C 
par le second Z>, et ainsi de suite. On peut, au lieu da 
prendre à chaque opération partielle un nouveau divi^* 

4 
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dende et un nouveau diviseur, diviser le premier nombre 
A par B , puis par le reste Cde cette première division , 
puis par le reste C de la seconde , et ainsi de suite. On 
obtiendra d'après ce procédé une espèce de fractions 
convergentes, remarquées d*abord par Lambert, et 
traitées depuis par Lagrange dans le volume des débats 
de l'Ecole Normale , et dans le 5' cahier du journal d« 
l'Ecole Polytechnique, 

Si on fait successivement 

A=mB + C 
A = n C+C 
A = nC+C" 
A=n"C'+Cr. ! 

etc. 



on en déduira 



-^ = 77»+^ 
71 

c =: ■' / ■ 
n 

etc. 
d'où l'on conclura ces diverses valeurs : 
A ,C 

A _ A C 

T'^'^'^'bK Bn , 

A_ ,A A C 

W~~^'^'M Bnn''^ Bnn' 

A_ A _A_^—d £!_ 

etc. 
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A 

La fraction -^ est ainsi transformée dans une suite 
ij 

convergente ; carilest visible quelesquotiens7i,n',;i",etc. 

vont en croissant, tandis que les restes C^C y C",etc. 

diminuent sans cçsse : on voit de plus que cette série doit 

A 

s'arrêter toutes les fois que le nombre — est rationnel. 

En effet, la suite des divisions prescrites parle procédé 
ci-dessus conduit nécessairement à un quotient exact , 
lorsque A et B sont des nombres entiers, puisque les 
restes diminuant successivement, on doit finir par en 
trouver un égal à T unité quand les nombres AetB sont 
premiers entre eux. 

i5i. Si on prend, au lieu du nombre fraction- 

A C 

naire — , la fraction proprement dite -^y danslaquelle 

C<^ B , on aura 

B=:n C +C 

B = n!C + C\ ou 

B^nTC-^-C 
etc. 

d'où l'on tirera successivement 

B. ~ n Bn 

£_ 1 1^ C" 

B 71 ji/i' Bnn^ 

B ~ Ti nn' "*" nn'n" Bimn" 
etc. 



C 
B ~" 


1 
n 


C 

Bn 


C 

B -^ 


1 
n' 


C" 
Bn' 


C" 
B "~ 


1 

71 


'^Bn" 


etc. 







Toutes les fractions convergentes de Ces résultats , ex- ' 
cepté la dernière , ont pour numérateur l'unité . Cette 
defnière donné toujours l'erreur cjtii résulte de rensemble 
des autres. Il est facile de conclure de là que ces yaleurf 

1 i^^ i _i L. li— 

n n un n nn un n 

àont alteînatîyement plus petites et plus grandes que là 

C 

fraction -tç-, en supposant toujours les quotiens /i, n\ 

H" y etc. pris comme en arithmctique. Il serait facile dé 
trouver les modifications qu'apporteraient dan» cette 
conclusion et dans les si.^nes dos fractions partielles, des 
quotiens pris tantôt en excès et tantôt en défaut ; les con- 
sidérations analogues développées dans le n® 1 14 me 
dispensent d'entrer ici dans aucun détail à cet égard; 
je me bornerai à faire remarquer que Ton aura une 
approximation plus rapide en prenant touîours le quo- 
tient au plus près, soit en-dessus, soit en-dessous. 
Je ferai encore remarquer que Ton peut obtenir, 

pour le nombre fractionnaire -j;- , dos expressions sem- 

blables aux précédentes , en substituant celles-ci à la 

C , , . C 

place de — dans l'équation !/^= m -f- -jr» 

Si Ton applique ce qui vient d'être dit à la fractioA 



rm> on trouvera 



+ 



1 1 o3 5 ^ 5 . 47 5 . 47 . 5o 

. __i ^ 

"*" 5.47.50.367 5.47.50.367.551 

4. \ . 

5.47.50.367.551.1193 
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On peut employer aussi ce procédé pour obtenir dei 
valeurs approchées de fractions décimales^ en ayant 
égard à ce qui a été dit au commencement du n® 116. 
Si Ton en fait usage pour déduire de la fraction ^^VoVo'ô > 
des valeurs approchées de ^q , on trouvera 

i/«= 1 4- - — — =+ — r — — etc. 
' s fl.5 a 5.7 

En partant de la fraction de laquelle dépend le rap- 
port de la circonférence au diamètre (116), et prenant 
les quotiens au plus près (1 1^) > il vient 

circonf, „ , i 1 1 

diamèt, 7 7.113 7 n3 47^9 

'7.113.4739.47051 ' 

i3â. On a fait voir dans le numéro 1 ig , qu*en dési- 
rant par 

^ ^ £ P i? F 

la suite des fractions convergentes vers la quantité a, 
déduites de la fraction continue équivalente à cette 
quantité , on avait 



B 


A 


A'Bf 


C 


B 


1 


c 


■F=' 


BfC 


D 


c 


1 


ly' 


~ c~ 


ciy 


E 


D 


1 


Ef~ 


" Df~" 


lyer 
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il suit naturellement de là que la quantité a peut-être 
représentée ainsi : 

^ . }_ 1 , I 

etc. 

ce qui offre encore une transformation de Texpre»- 
dion de a en série convergente , finie si a est rationnel^ 
et infinie dans le cas contraire. 

Cette dernière transformation est d'autant plus re- 
marquable , qu*£uler en a tiré un moyen de convertir 
en fraction continue toute série dont les termes sont al- 
ternativement positifs et négatifs ( Voyez le chap . XVIIl 
de Vlntrôductioinanalysininfinitoruni), Il y;est revenu 
depuis dans le a' volume de ses Opuscula analytica 
( pag. i38 ) ; mais ces recherches sont trop compliquées 
pour trouver place ici. 

i33. On peut généraliser la réduction des fractions 
ordinaires en fractions décimales , en se proposant ie 
convertir une fraction quelconque en une 'autre d'un dé- 

nominateur donné. — étant la première , et 6 le déno- 
minateur donné , la seconde aura évidemment pour nu- 
mérateur le quotient — évalué en nombres entiers. Si 

Ton représente ce quotient par n et le reste par C , on 
aura exactement 

= «+-«-, dou ■F-=r-|- 



B "^ B ' B b^bB' 
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r-t poursuivant ces divisions, on ariive à 



etc. 
résultats desquels on tire 

^— b^ bB 
B'^b'^y^'^b^B 
B'~b'^K'^ b^ "'"F5 

€tC. 

L'application des raisonnemens faits en arithmétique 
«ur les fractions décimales, conduit facilement aux con- 
séquences que fournissent les expressions ci-dessus; et 
les considérations qu'on y a développées dans le n® 97 , 

C 

montrent en particulier que si la fraction -^ est ration- 
nelle , les quo'tiensn , n! ^n" ^ etc. doivent nécessairement 
avoir des retours périodiques* 

134. Les diverses transformations dont je viens d'ex- 
poser succinctement les principes , se déduisent de 

l'équation 

Cb — Bc^-^D, 

"* Ce 

qu'on obtient en comparant deux fractions 0- et r pour 

connaître leur différence, dont le numérateur est alor^ 
exprimé par D, 
. 1®. Si Ton veut, en supposant le tfuiF.érateur «= i , 



^70 COMPLEMENT 

trouvçr pour b un nombre entier tel , que la différence 

D soit la plus petite possible , il est visible qu'il faut 
faire b égal au quotient du dénominateur B par le nu- 
mérateur C, et désignant ce quotientpar n^ on retombe 
sur l'équation 

B ~ n Bn 

C 

trouvée dans le n® i3i. Traitant de même la fraction -rj-, 

B 

et les suivantes, on opérera la transformation indiquée 

dans ce numéro. 

â°. Il est visible qu'en se donnant le dénominateur, on 
tombe sur la transformation du n^ précédent. 

3®. Enfin si . laissant les deux, termes de la fraction 

r indéterminés, on parvenait à découvrir la plus petite 

valeur dont ils sont susceptibles en vertu de Féquation 

Cb — Bc = ±i , 

dans laquelle D est le plus petit possible , on reproduirait, 
dans un ordrp inverse , les. fractions convergentes qui 

C 

résultent de la fraction continue équivalente à -^. Cela 

B 

çst évident par les équations 

BA—AB' = i 
CB'—BCz=—i 
DC —Cp=\ 
ET/ ^DE——\ 
etc. 

déduite^ de la comparaison des fractio;is -^ , -^7, -p- , 



\ ^ 
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yy, etc. dans le n* 119, car la dernière de ces fractions 

étant la proposée, ravant-demière sera identique avec 

c c' 

T : faisant ensuite ch' — ic' = dz 1 , la fractipn-rr , dé- 



terminée comme t ^^^^ nécessairement Taûtépén^I* 

tiéme convergente , et ainsi de suite. 

C'est sur ces rapprochemens qu'est fondé l'eîçcellent 
mémoire de Lagrange sur la transformation des frac- 
tions ; on y trouve les moyens d'obtenir les nombres i, c, 
b\ c* ; mais comme il ne contient pas toute la théorie 
des fractions continues , j'ai cru devoir encore pré- 
férer le texte de ses additions à l'Algèbre d'Ëuler^ 
qui^ plus complet , se lie d'ailleurs mieux avec les di- 
yfrs ouvrages où Ton traite des fractions continues. 
Les lecteurs que cette matière peut intéresser auront à 
consulter. 

Les œuvres de Wallis , 

Pescriptio auton^ati Planetarii, Œuvres d'Huygens, 
Vlntroductio in analysin infinitorum , d'Euler , 

Plusieurs mémoires de d'Académie de Pétersbourg 
( Anciens Comm. T. IX, T. XI; nouveaux, T, IX, 
XI, XVIII, Actes 1779, partie 1". )> 

Ce\LX de l'Académie de Berliç (années 1767, 17S8, 

17% > ^77^') > 

Ceux de l'Académie des Science^ de Paris (ann. 
1772, i'' partie), ^ 

Le 2' volume des Élêmens d'Algèbre d'Euler, 
Les Opuscula analytica d'Euler , 

La Résolution des Équations numériques de L«r* 
grange. 
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La Théorie des Nombres de Legendre , 

Et enfin le 5' cahier du Journal de Técole Polytecli- 
nique. 

Notions générales sur V Analyse indéterminée, 

i35. Lorque Ténoncé d'une question fournit moins 
d* équations que d'inoonnues , cette question est indéter- 
minée, parce qu'elle est susceptible d'un nombre infini 
de solutions. S'il s'agissait, par exemple, de trouver 
deux nombres dont la somme fût égale à lo, on aurait 

Téquatiou 

x+^ = io, . 

et quelque valeur qu'on donnât à^ , on en trouveraitune 
pour X \ mais en se bornant à ne prendre pour l'une et 
l'autre de ces inconnues que des nombres entiers posi- 
tifs , il est évident qu'on ne peut avoir que les neuf solu- 
tions suivantes : 

07= 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 
^' = 9> 8, 7,6,5,4,3, 2, 1, 

et les quatre dernières ne doivent pas être regardées 
comme différentes des quatre premières , puisqu'il suffit 
de changer x en y pour rendre celles-ci identiques avec 
les autres. 

L'exclusion donnée aux nopibres négatifs et fraction- 
naires ne limite pas toujours le nombre des solutions 
des problêmes indéterminés -, mais il faut souvent re- 
courir à des artifices d'apalyse très-remarquables , pour 
ne tomber jamais que sur des valeurs entières et posi- 
fiitives des inconnues. 

L'équation du p^mier degré à deux inconnues peut 
.être représentée par 
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iàLy t)y c étant des nombres entiers donnéis. Il faut que 
les deuxpremiers ^aetb , n'^aient aucun facteur commun^ 
à moins que Ce facteur ne lé soit aussi du troisième^ etc; 
En effet; si on avait 

il en résulterait 



c 



• ■ • 

et il serait par conséquent impossible que x et j^ fussent 
des nombres entiers , si c n'était pas divisible par k. 

L'équatidn 'ax'^hy:=2crie demande aucune prépa- 
ration^ lorsque l'un des coefficiens a oti & est égal à 
Tunité ; car soit a = i , on a sur-le-champ • 

àc^c — by^ , 

étnfi prenant pour ^ que des nombres entiers^ on n'en 
trouvera non plus que de tels pour x. 

i36. Occupons^nous donc du cas général , et suppo- 
sons que dans l'équation ux + byz=:Cy onaita<;6. 
Soit ma le plus grand des multiples de a que puisse con- 
tenir b , ènsorte que b:=zma-\'r,r étant moindre que a ^ 
il viendra 

ax-j- m ay-f- rj'=c. 

Faisons x -f- my = t > nous aurons 

ry + at'=xci 

Si r était l'unité^ la question seraitrésolue y car on aurait 
alors les équations 

a^4*m^s=^ et jf-fralssc, 
Ai S 
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desquelles on tirerait 

qui donneraient par conséquent des nombres entiers posif 
«se et ^, en prenant de pareils nombres pour t. 

Si r surpasse Tuaité, nous aurons , à caiise de r^a; 

mf r étant le plus grand multiple de r que puisse con-^ 
tenir a; et substituant cettte expression dans FéquatioA 
3ry + a t = c , nous trouyerpns 

ry + mfrt + /tz=zc ou rQy+7ïi't) + /t=c;. 
BOUS ferons j^-f-m^£==u , ce qui donnera 

nous aurons donc les équations 

x+my^zt, j^-f-m'f=«, /t'^'ru:=:zci 

qui , si / = 1 , donneront 

07 = 1: — iny, yz=zU'^7rii, t7=zc — ru, 

et prenant pour u un nombre entier, on en déduira 
aussi des valeurs de f, de j^ et de a: en nombres pntijers. 
Si / surpasse Tunité , il faudra opérer sur la dernière 
«quation /t'j-ruz=zc , comme sur les précédentes, et 
puisque / est <^ r, on aura , 

m" / étant le plus grand multiple de / que puisse con- 
tenir r. Par cette expression , Téquation r'^ -f- n« ï=5C ft 
/changera en 



et dans le cas où i^ serait égal à Tuiûté^^ en résisterait 
les équations 

dont on tirerait 

ap=t — my ^y=u — nit, tzss/V'^m^u, u=^^/y; 



valeurs ^ MT^Pl tpujçurs fintfèreç^ ù v ftst^m nombre 
entier. 

Il est facile de voir que ce procédé conduira nécessai-* 
rement à une équation dans laquelle Tune des incon* 
imes aur^ Tun^é pour poemci^at , car lef valeurs d^ 
r ^ / > r'' y . . . . . s*oDtiennent par la même ppé^^tion fo^ 
celle qu*il faudrait fair^ pour tirouyer Iç plus grand 
commun diviseur des deux' nombres 6 et a^ et qui don- 
nerait pour dernier ré»ult4trunité, puisque ces aombtea 
flont premiers entre eax. Eu effets dans la fuite des 
ea^essions 

b^mfi'^r t a::f:m' rr{i^ ^ r=ni*'/+i^,etc; 

r est le reste de la division de b par a, / celui de ladivi- 
eion de a par r, r" , celui de la division de rpar / , et ainsi 
de suite. 

137. Je prends pour premier exemple cette question: 
{Quelqu'un qui n'a qu€ des pièces debfr.ei des pièces 
de !i4fcancs se propose de payew une somme de 109^, ? 
c om ifieu doUr^U donswdms unes et des mtns ?. 
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Soit X le nombre des pièces de 5 firancs , y celui dei 
pièces de u^y'û viendra 

on a dans ce cas 

a=5, 6=a4* cr=i09, 

s • 

et on trouve 

m:=i4i »*=4* 7nf^=^^ i ^^^^p 
ce qui donne 

d*où l'on déduira 

x:=zt—4y,y=zu^t, ^=109—41*; 

remontant de la valeur de t à celles de j^ et de o:^ os 
trouvera enfin 

a:=545— a4^>J'=5tt— 109. 

Four ne tirer de ces valeurs que des résultats positif, il 
faut ne prendre pour u que des nombres tels qu'on ait 
5^^109 et 24 1^*^545; ces nombres doivent donc 
être compris entre -J- et ^, c'est-à-dire 521 et a3; il 
ny en a par conséquent qu'un seul^ savoir sa. En sup- 
posant u=22i2 , on trouve 

et en effet y 17 pièces de 5 francs font 85 francs qni^ 
ajoutés avec 2^9 donnent 109. ' 

La question cîr^essus revient à partager le nombre 
lo^ en deux parties, dont l'une soit div^ible par 5 et 
Vautre par s4 ; et ce cas particulier est remarquable 
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tn ce que le problême est déterminé et n'a qu'une . 
seule solution^ lorsqu'on exclut les nombres fraction- • 
nairès et les nombres négatifs : il n'en serait pas de 
même de la question suivante. 

i38. Çuelqu'un achète des chevaux et des bceufs; il 
paie les uns 3i pièces de S francs chaque y et les autres 
ao ; et il se trouve que le prix total des bœufs surpasse 
de 7 pièces celui des chevaux ^ combien, pouyait^il y 
avoir de bceufs et de chevaux? 

En désignant par x le. nombre des bœufe^Bt par y 
celui des chevaux , on trouvera 

\ 

aoa;=3i^ + 7 ou aox— 3i^=7; 
dans le cas actuel , on a 

a=ao, 6=— 3i , c=7, 
•t il en résulte par conséquent 

7n= — 1 , r= — 1 1 , m'= — i , /=+9, jn^:=:«— i , 

«n fera donc 

X — y:=it,y — t=:u, f— u=sv^ U— 4*'=**'» 
et il viendra en dernier lieu 

V — 2W = 7 

ce qui donne , en remontant aux Valeurs de x et dejr, 
v=7+aw, w=a8+^9iv, «=35 + iiw, 
^ = G3-f-flow, x=98+.3iw 
Rien ne limite ici les valeurs dé x et celles àey^ qui 
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sont poilfiresf, lorf m^me qtr'on dbnne à w lëtyéliéxM 

H'= — 5, on trouve jr= 3, x=s 5 



as— 4 


= a3 


=>se 


=i=^l 


= 43 


= 67 


te; 


=^63 


==98 


S 1 


= 83 


-^lâg- 


= a 


=10^ 


==iGo 


= 5 


=ia3 


=191 


etc. 


etc.' 


etc. 



Les valeurs de y et celles d'e x font, cofmme Ton voît^ 
deux progressions par différences; danis la progre^^ofl 
relative à^ , la différence est égale au coefficient de o: , 
et dans la progf ession f elaâvé âx , Indifférence est égale 
au coefficient de j^. H est facile de s'assurer (pste cette 
circonstance a toujours lieu ; il suffit pour cela de re-^ 
monter des valeurs généraïcy dcv, a,-^, (i56),à celles 
de X et de j^ ; mais on va le voir encore plus simple-* 
ment. 

i^Q, Si on connaissait à priori ^ ou qu'on eût trouvé 
par hasard tme solution d'usé éqfua^ôn irïdétlSPiiiîiiéé ^ on 
pourrait en obtenir une infinité d'autres , ainsi qu'il suit : 
«oit x= fit , jr=/3 , les deux valeurs données, ou aura 
par hypothèse 

retranchant cette équatidn de la proposée ax-j-iyzszei 
il viendra 

fôà gH tirenr 
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mais jguisqae les nombres a et b sofnt premiers entr'enx»' 

la quantité - (i$ — y) né peut être entière; amoins que 

/S— -y ne soit lin multiple dé a» condition qu'on remplira 
en faisant jS— yx=pa, p étant un nombre quelconque : 
par ce moyen, on aura, pour déterminer od ^ty^ 1«8 
deux équations 

qui donneront 



Ces expressions prouvent d'une manière très^simple que 
les valeurs de x et de jf doîtéiii former dés p'rogifes'sions 
-par différences, telles qu'il a été dit plus h^t. 

140. La théorie des firâctioiis continués donne aussi 
la solution immédiate de l'équation oo:—- ^=r±:c; 
car si l'on suppose d'abord c=i , que l'on développe 

Ja fraction T en fraction continue, et qu'on représente 

Vêê 

par — la firaction convergente qui précède la proposée, 

71> 

on aura (119) 

puis multipliant les deuxmémbresde cette équation pat 



c, on aura 



acn — hem '=zdzc. 



'J^nsi on pourra prendre x=:cn,j^ = c7n, on aura de 
cette manière deux multiples de a, et de h, qui dijftérc"^ 
font entre eux de la quantité donnée ±; c. 
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141 • La méthode exposée n® i5S est générale^ et 
s'applique à quelque nombre d'équations que ce soit. 
Voici un exemple qui en présente trois : trouver un 
Xiombre. qui, étant divisé par 2, donne pour reste 1, 
étant divisé par 3 , donne pour reste z , et étant divisé 
par 5 , donne pour reste 3. Soit i\^ le nombre cher- 
ché, et X, y y », les quotiens respectifs qu*il donne 
lorsqu'il est divisé par a^ par 3 et pair 5 : il suit de Té- 
Bonçé ci?dessus que 

N—n^x + iy iV=3y + a, iV = 52; + 3; 

ces équations se réduisent immédiatement aux suivantes: 

ar Hr i=3y-^a, 3y + i2=5z+3; 

ou &x — 3y=i\ 3y — 5z=i. 

On résoudra d'abord la première comine si elle était 
seule, et on trouvera 

substituant la valeur de^ dans la seconde , elle deviendra 

nouvelle équation qu'il faudra résoudre ; on en tireri^ 

z — t=Uy — 5 M -f- f == 4 

et par conséquent 

i=5w + 4> i£=6a+4- 
En remontant aux valeurs de x et dejr, on aura 

çt V^ne des équations proposées, iV=:3a; + i , par 
f xemple^^ donneira 
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La plus petite valeur que puisse avoir N s'obtient en 
feisant u t= o ; il vient alors iV r= a3 , nombre qui , étant 
divisé par 2 , par 3 et par 5 , donne en effet pour restes 
1 , û ^ 3. 

Cet exemple quoique fort simple , montre assez com- 
ment il faut opérer dans les cas plus compliqués. L» 
lacteiq: pourra s*exerc«r encore sur les deux équations 

3x+ 5y -+- 72 :s 56o, ga; +â!)y +49^=^^^^ > 
il trouvera, en éliniinantz, cette équation 

I 

qu'on simpli&e en divisant tous ses termes par 2 , et qui 
donne 

6x + Sx = 5oo. 

Faisant ensuite x+yzzzt^ il vient 

a:-f5t=:5oo. ou a:T=:5oo — St, y^iG.tr^Booy 
mettant pour x et pour^ ces valeurs dans la première 
des équations proposées, qui est la plus simple^ oa 
aura 

7Z+ i5 t=i56o: 

tn résolvant cette dernière , on obtiendra 

t =i56o — ju, 
z = i5u — 3i20, 
jr=;886o — 42a, 
07=35 u —7300/ 

et on n'aura que deux solutions entières et positives , 
savoir celles qui répondent à z^ = 209 et w = 210, car 
^ doit être > H?^ et < ^^. 
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i4«. Si ôri avait une équation à trois inconnttes; 
flx-f-iy + cz=:d, on passerait lé terme cz dans Tautis 
mëmBfe , et il viendrait 

cx-j- by '=:d->^cz\ 

en ferait d — é;j4 r= </, et on n'aurait pltis à trmtôr que 
féquation dx -f- fiy r= fc'. Lotsipi'oiï serait parvenu à 
Téquation dans laquelle Tune des inconnues n*a pour 
coefficient que l'unité , on rem'ontérait successivement 
aux valeurs de x et de j^, en substituant d — cz à là 
place de d \ et en supposant que v fût la dernière des 
inconnue» auxiliaires (i36), Téxpression de a: et de ^ 
renfermerait alors deux nombres entiers , vetz^ qu'on 
pourrait prendre arbitrairement. 

Soit Sx-j-Sy + yz-=:z5oy on a, d'après ce qui pré- 
cède , 

et en faisant a= 5 , 5=8, on trouvé 

77i=si, r=:3, m'ssi, /=3, Tn!'=:i,i^=:i , 

4 

ce qui donne 

d'où on tire 

et remettant pour {f sa valeur, on À enfin 

a;=8i'+2i2— i5o ^^=5100 — 14« — 5i/, 

expressions dans lesquelles on pourra pren&'e s et v 
arbitrairement , mais de manière cependant à ne doimer 
pour X et pour u que des valeurs positives. 



< • 
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143. La difficulté de troùveT des ëolutions, soit en- 
tières , soit au moini rationnelles , dans les problèmes, 
indététminés qui passent te pretiiiér degré est beaucoup 
plus grande que celle d obtenir des nombres entiers 
dans les problêmes de ce degré; c'est pourquoi je ne 
fti'arrétéj-£(i que sur nn pt^ nombre 4^ c^ lès plue 
simples. ^ 

Je m'occuperai d'abord de l'équation 

dans laquelle jrne pa9se pas le premier degré , et qui 
donne 

a -f- ft^ + cjp* + djc^' ' • + f^^ 

y r=: — ■■■ ' ' . 

n est facile de Voir que lorsqu'on donnait une seule 
solution de cette éqiiation^ on en peut trouver une 
infinité d'autres; car si la srippositioii dé x :== « rend 
la quantité 

divisible par p, tous les nombres conipns dans la for- 
mule «6+ n/> jouiront aussi de là tiïèittB propriété j 
puisque pÂr leur substitution, au lieu de x,}a quan-* 
tité a + fcx 4- ex* -f dx^ -}- etc. prendra la forme 

a -t- &« + cct^ -f^rf*^ -fi etc. -+• Anp +,Bn^p^ + etc. . 

et que la partie a -f A^t 4-c«* -}' ^+ ^^* ^^^ divisible 
par p, d'après Fbjrpotfaèse. 

Ge qui précède prouve encore que si lé problème pfo^ 
pièsê peut se résoudfé en nombres éntiert, il y aura ne- 
rf p 
cessairement une ou plusieurs solutions entre - et — -; 

car si « était hors de ces limites , il aérait possftle de 
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prendre II de manière que uztjip s'y trouvât compris. Si, 
par exemple , a tombait entre 3p et 4p > n^^s plusprèi 
de 5p que de ^p ^ en prenant ti = — 3 , on obtiendrait 

un résultat moindre que ^. Il suit de là, que pour tom- 
ber sur une solution , il suffira d'essayer pour x tous 
les nombres entiers compris entre - et — -. 

i44* On peut aussi prouver que Y équation 
py =:à-f bx+cx» ^.dx'. .. 4.hx"» 
ne saurait, lorsque p est un nombre premier qui ne 
dii/ise point a , admettre plus de m solutions en nom^ 
bres entiers , par des valeurs de x prises depuis q 
jusqu'à p ; et voici comme le fait M. Legendre (Mém« 
de l'Académie des Sciences , 1785 ). 

Si A est une de ces solutions, on aura 

a -^ iflt-f- cet* 4-^«t^ ... .-4- /f*"* 

w^ = 'l* 

p 

désignant ua nombre entier , et parconséquent 

p/t = a -f" 6flt+ cet* -j" ^*' + ^*"* 'y 

retranchant cette équation de la proposée ^ on obtiendra 

résultat qu'on peut {Etém, 180.) mettre sous la forme 
p ( j— 7i)=(a>--*)(6+cV+dV4- c'x*. . . -f A'a^""0- 

Or aucune diss yaleur^ de x ne pouvant être divisible 
par p y tant que a ne Test pas , si on prend «, jS, ^^ etc, 
entre a et p , les quantités jS — * , ^ -^ ^ ^ etc. toutes 
plus petites que p, ne pourront se diviser par ce 
]X)mbre ; le facteur x — a ne sera donc divisible danf 
aucun de ces cas par p : il faudra par conséquent q[iK^ 
ce çoit le factem: 
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II résulte de là que Téquation 

/>/ = i -f- c'x -^-dx^ + eV. . .< + A'x"'-'^ 

sera résolue par toutes les valeurs fi, y, etc. ; et que si 
le nombre de celles qui résolvent la proposée était 
seulement zn-f-i^ la précédente en admettrait zn. Eln des- 
cendant ainsi de proche , on arriverait à conclure que 
l'équation p^ =a -f- ix devrait admettre deux valeurs 
entières pour x entre a et p ^ ce qui ne saurait être, 
puisque (iSg) les valeurs de x forment une progres- 
sion dont la différence est p : donc Téquation pro- 
posée nen peut admettre que m au plus dans ces 
limites. 

. 145. Soit encore Téquation, 

a -(- 6x + ex* 4- ^J^ + ^^ + etc- 

y ~ a'+6'x-|-c'x* + d'x3 + e'x4+ etc. ' 

la plus générale de celles dans lesquelles une des in- 
connues ne monte qu'au premier degré. 

Si on fait 

à + ^J^ + ex* + f^ + ^^ + ®*c. î=p 
d -f- i'x -f- c'x* -f- d'x^ -f- e'x* -f- etc. = ^ , 

en éliminant x de ces deux dernières équations, on en 
trouvera une de la forme 



^ + ^p -f. C7 + Dp* + Epq + Fq^ + etc . = o, 

substituant cette valeur, Féquation précédente deviendra 
^+Bqy+Cq+Dqy'j'E(fY + Fq^+etc.=o; 



entre p et q. Mais par l'hypothèse , ^ = - , ou p =z qy : 
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tous les tenues étant alors divisibles par (ff esroepté le 
premier w^^ ilfaudraque celui-là le soit auçsi^ ^utrem^nt 
X et^ne pourraient pas avoir des valeurs entières. On 
cherchera donc tous les 4iviseurf du nombre A ; en les 
désignant par f , jS, j^,etc. et en prenant 9ucçef9iy!emeiit 
chacun d'.éu:!^ pôpr a , o^ aur^ I^s équatioi^. 

tLzzzi/ '■^- b'x ^ </xf -!{- etc. 
j6 = a' -f- y a? -f c'x» 4- etc. 
etc. 

descelles on cherchera les racines entière^ ^ et ceHes df 
ces racines qui rendront p divisible par q , résoudroitf 
la question proposée. 

146. Voici un problême très-simple qui se rapporte 
à réquation précédente. Trouver deux nombres tels , 
que si on ajouteleur produit à Ifur somme, on obtienne 
7g. Désignons ces noifîbres par x et p^Jf^> Véq^tion 
& résoudre sera 

et prenant la valeur dey , nous trouverons 

70 — X X — 70 . 80 i 

en faisant la division. Le dernier résultat fait voir que là 
question proposée sera résolue en prenant pour x -j- 1, 

les ^iyiâÇW? ^^ ^9 ? 94 ^^^ 
1, fl, 4, 5, 8, 10, iG, flo, 40, 80, 

et qui dçnnen^ respectivement 

a;= o, 1, 3, 4, 7, 9, i5, 19, Sg, 79, 

y =79, 59, I9al5, 9, 7a 4^ 3* *i ^' 
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1^7' Je pa^ee à l'équation 

a -j. ix + cy 4- fitç* -f- jP^ +^^ == o , 

où les deux inconni;^? montçut au second d^gré ; ^n 
la mettant sous 1^ fonne 

a + ftr-4-rfx* 



- , /ex+c\ a + bx 



on en tire 

ex+c _^ ^ (^ex+cy — 4fXa+hx'^^db^. 
"a/ - af 

•u , ce qui revient au même, 

^fY + ex+c=± y/(ex+cy—4f^a + bx+4x'). 

En déyeloppant et ordonnant par rapport à x la quan- 
tité soumise au radical^ on lui donnera la forme 

m -|- n^ H- poc^, dans laquelle 

€^^^4(tf:=nn^ Qce — ^bfzzn, e* — /^df=p. 

Si on ne demande pour x pty que des nombres ration-* 
nels , soit entiers , soit fractionnaires , la dilliculté du 
problème se réduira à trouver des valeurs de x, qui 
rendent la quantité m^nx + pa:* égale à un quarré 
parfait ; et ce quarré étant désigné par t* , on aura 

ajy + ex + c ::= rt ^ 

La résolution de Téquation m -^ nx -^ px^ -zz ^^ 
conduit à 

n \ /n^ — 4mp+4 pt^ 
acïn— — in ' ' ' — » 

up a p 

ou 
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faisant ^pz=Aet n^'^^pTn:=zB , on aura 
fipx + n = ±L \/aF^ÇB. 

Par ce résultat la question est ramenée à déterminer tf 

de manière que {/j^f^-^B soit un cjuarré; car ce quarré 
étant u* , les deux inconnues a: et j^ ne dépendront plus 
que des équations du ptemier degré ^ 

a fy -^630^0 = 1, 5àpX^n=:u * 

dont les coefficiens c, Cyf^n et j? sont rationnels ^ ainsi 
que les quantités ^ et ù. 

La détermination de t , par la condition énoncée ci- 
dçssus; ou^ ce qui est la même chose ^ la résolution de 

réquationu= {/jif^+B en nombres rationnels , ren- 
ferme en général de grandes difficultés. L'un des casks 
plus simples a lieu , lorsque ji est un quarré ; en repré- 
sentant ce quarré par «ef ^ on aura 

u=\/aH''+B; 
et supposant it =: « t + 5/ , il viendra 

ut + y= \/7FF+B; 
quâttant les deux membres et réduisant, on trovrerâ 

!^yûLt'^y^z=zB, 
et par conséquent 

^tLy 

prenant pour y un nombre rationnel y i deviendra un 
nombre rationnel, ainsi que u, et il ca sera de mêiûe 
de X %ty. 

Lorsque 



<v 
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Lorsque B est unquarré représenté par i8* , réquation 
proposée se résout encore avec la même facilité qu« 
tout-à-rheure ^ en supposant u=vi«-f-i6, ce qui donne 

équation qui se réduit à 

ou en divisant par t^k 

et d*où il résulte 

Enfin si la quantité At^ r\'B peut être décomposée eil 
deux facteurs ratiounels ^ étt'j^fi,ett'j~0, eusorte 
qu*on ait 

on fera 

cm en déduira ^ 

supprimant le facteur commun et ^ -f- jS ^ on trouvera 
V(A«+i8)=i=*'i-fi8' et <= ^ . r^!^ . . 

148. Quand on conn^ut une valeur rationnelle de t^ 
on peut en déduire facilement une infinité d'autreâ qtd 
satiifoat à Véquation pfo^é«. Pour k prouvtr^ «èit « 
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la valeur donnée de t, et fi celle de u qui en résulte ; oa 
aura . 

fi=\/j4A^^B ou i8» = >rfA» + 5: 
retranchant cette équation de u^^^Ai^^B, il vient 

Mais si on fait u=:(i — «fc)v-f"iS, il viendra, après 
Téiévation au quarré et la substitution dans Téquatioa 
précédente^ 

divisant tout par t — a, on trouvera 
d'où on tirera 






ji — v' 



formule qui donnevta des. noiphres rationnels pour t^ 
lorsqu'on en prendra de tels pour v. 

i49> Il est facile de faire autant d'applications qu'on 
voudra des formules ci-dessus, c'est pourquoi je me 
bornerai aux suivantes : Trouver deux nombres* x et 
y , tels que la sMime ou la différence de leurs quarrés 
soit egalekiun quarré donné fi*. Les équations à résoudra 
sont 

y* + j^=fi*;y*^af = fi*, 

•t conduisent à 

f 

çpq»resfi^ons qui se rapportent immédiatement auseccmd 
G^ 4tt Avoxéro précédant. Qa ferd^=va>-^j3,. ce qui 



• » 
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donnera pour l'une 

et pour Vautre 

(va: — i8)* = i8«-f-a:». 

En développant ces équations^ on tirera de la premier* 





2i8v 


et de la seconde 






x=: 



V*— 1 ' 

substituant ces valeurs dans celles de y ^ on aura 

J" v»4.i '•J V*— 1 * 

assignant ensuite des valeurs rationnelles à jS et à i/ , on 
en obtiendra pareillement de telles pour x et pour y. 

Si on prend i8=5, les équations proposées devien- 
dront 

j^» + a:» = 25, ^ — a:» = a5; 
•n aura dans la première 

101/ 5(i/*— 1) 

m 

dans la seconde 

On ne peut supposer \r=zi , car Tune des expressions 

a 
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de y donnerait alors | , et l'autre ^ \ mai» en faisant suc* 
cessivement v=a, v=3, v=4i ^^c. les solutions dt 
la première équation seront 

X -^^ /^ f oc —^ y oc — — js- y exCa 

et celles de la seconde . 
». ' * 

V — ^ V =; — v = ^. 

On ne parvient point à des nombres entiers dans cette 
dernière , lorsqu'on ne donne que des yaleurs entières 
à i/; mais si on fait v = ~ , il en résulte 

a;=ia et y=i i3. 

Rien n elt plus facile que de résoudre la seconde ques- 
tion en nombres entiers , lorsque jS* est impair ; car la 
différence entre lé quarré de a et celui de a-^- i étant 
a a -f- 1 , il sufEra de poser Téqualion 

de laquelle on tirera 

jS*— 1 

c= 

a 

et prenant x^ind ety =r a + i > il en résultera 
Dans l'exemple proposé , où ^*= a5, on trouye 
et parconséquent 



\ ■ 
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a7=:i2 et ^=:i5, 
comme ci-dessus. 

II est bon de remarquer qu'on peut supprimer lea 
dénominateurs des valeurs de x et de jr , sans changer 
leurs relations. 

Pour la première cpiestion on trouva 
x = Q0v, yz=:fiÇy* — 1), 

et la racine de la somme des quarrés de oes quantités 
devient 



m 



Si Ton écrit —au lieu de v^ il viendra 



n 
et 



Q0m Km^—n^) , 

Il " H 



On fera disparaître les dénominateurs de cette formule 
en prenant i8=n* , et il viendra 

x=amn, ^=m*— «• 

d*où x* -f'^*=''^*+'**' O*^ trouvera des résultats ana- 
logues pour la seconde question C*^). 



{*) Ces formules qui sont très-simples , donuent tous les^ 
«ombres entiers qui peuvent mesurer des eûtes de tnan£;les reo 
(angles. 

Le rapport des côtes de Pangle droit , on la tangente de Tuik 
éw angles aigus , a pour^expression 

IV I 



a — — - » 
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Je ne pousserai pas plus loin la résolution des équa-* 
tions indéterminées : ceux qui voudront s'appliquer en 
particulier à cette branche d*Analy^, pourront con- 
sulter les Mémoires de l'Académie de Berlin , ann. 1 7G9, 
et le a' volume de l'Algèbre d'Euler ; ils y trouveront la 

solution complète de l'équation u = y A t^-^B , par 
Lagrange , et beaucoup d'autres recherches non moins 
intéressantes. 

Des Propriétés des nombres. 

* 
i5o. Les nombres^ considérés en eux-mêmes^ indé-- 

pendamment de tout système de numération et de toute 
question particulière , ont des propriétés très-remar- 
quables ; plusieurs sont relatives à leur divisibilité les 
uns par les autres, d'autres à leur décomposition en 
puissances parfaites. Bachet de Meizeiriac , qui com- 
menta le premier avec succès l'ouvrage que Diophante 
nous a laissé sur l'arithmétique , ou plutôt l'Analyse 
numérique , remarqua qu'u/t nombre quelconque est 
toujours ou un quarré^ ou la somme de deux quarrés^ ou 
celle de trois, ou eiifin celle de quatre au plus, 

10^ par exemple, est la somme des deux quarrés 1 etg, 
24 > celle des trois quarrés, 4> 4^^ ^^i 
39 , celle des quatre quarrés , 1 , 4 > 9 ^^ ^^* 



d'oîi i! suit que ces triangles renferment des angles de toutes les 
grandeurs. ( Voyez les Tables de Schuize, Tome II, page 3o8). 
Il est Tisible par la formule 



nv 



f*— 1 i>.i/ — I 



^ue u == tang J -T, JT représentant l'angle oppose' au c6l« x. 
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Cette proposition fiit démontrée ensuite par Fermât , 
l'un des plus grands géomètres dont la France s*honore, 
et qui enrichit de remarques le commentaire de Bachet; 
mais récrit où il se 'proposait de réunir les grandes dé- 
couvertes qu'il avait faites sur la théorie des nombres , 
ne nous est point parvenu, et la propriété précédente 
n'était qu'un simple fait prouvé par l'expérience , jus- 
qu'à ce que Lagrange l'eût démontrée en 1770 , dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin. Euler a prouvé 
cette proposition d'une manière un peu plus simple , 
dans la deuxième partie de l'année 1777 des Actes de 
l'Académie de Pétersbourg. 

£n 1770, jWilson Et connaître la propriété suivante 
des nombres premiers : Si n désigne un nombre premier 
quelconque, le produit 1 .2.3. . . . (n— 1)', augmenté de 
l'unité y sera divisible par h. 

Par exemple , soit 71=7 , on a 

1.2.3 (n — 1), = 1.2. 3. 4» 5. 6 =720; 

en ajoutant l'unité, il vient 721, qui, divisé par 7 , 
donne io3 pour quotient. C'est encore Lagrange qui 
démontra le premier la vérité de cette proposition. 
(Mémoires de l'Académie de Berlin ^ année 1771). 

II est bon de remarquer que les propriétés des nombres 
correspondent à des questions d'analyse indétenninée ; 
celle que nous avons citée la première revient à prou« 
yer que l'équation 

peut toujours être résolue en nombres entiers , quelque 
nombre entier que l'on prenne pour A\ \sl seconde pro- 
priété suppose que dans l'équation 

1.2.3 (^—i) + 1 =i»X, 
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X est toujours nn nombre entier ^ lorsque n est un n^mbrt 
premier. 

Il serait impossible, sans sortir beaucoup des li- 
mites où je dois renfermer cet ouyr^e , de développer 
icilés démonstrations des théorèmes que je viens d'énon- 
cer; mais pour donner une idée de ces recherches^ je 
vais exposer , d'après M. Gauss ^ la théorie des restes 
que laissent les puissances d*un nombre , lorsqu'on les 
divise par le même nombre premier, et qui conduit 
à prouver la proposition indiquée à la page 9 a. 

i5i. Soit, par exemple, la suite 

ï> 3, 9, 37, 81 , a43, 729, etc., 

formée des puissances du nombre 3, et qu'on divise 
chacun de ses termes par le nombre premier 7, on 
aura les restes ci-dessous , 

1,3, fl, 6, 4f 5, 1, etc., 

OÙ l'on voit revenir, après 6 divisions , le premier 
reste 1. Dans cet exemple^ la période des restes em« 
brasse tous les nombres inférieurs au diviseur ; cir- 
constance , qui dans d'autres cas n'a pas lieu , et donne 
aux nombres qui s'y rapportent des propriétés remar- 
quables , auxquelles conduisent les théorèmes suivans : 

Dans la suite des puissances , 

i , a^ ai", a^^ ... 

il existe, outre le premier terme ^ un terme a*, qui, 
divisé pçar un nombre p > premier à la base a,, . Imsse 
i' unité pour reste , t étunt moindre que p. 

C'est-àf-dii:^ (fde,^ H 4é9i]^ant un sombre entier 
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quelconque^ on a 

Soit en général a* :^ Ep -|- «t ; en donnant à 771 un 
nombre de valeurs égal à p^ on doit rencontrer au 
moins deux fois ime même valeur de et, puisque^ dt est 
un entier <p. Soit donc m' là valeur de m , qui donne 
cette répétition , et E la valeur de E, qui lui cor- 
respond > on aura 

mais comme a n*est pas divisible par p , a"* ne le sera 
pas non plus ( Elémens 97 ^ ; et puisque ( iS' — E^p 
l'est, il faudra que a"*'"""' — \ le soit : donc a"»'—"» — 1 
est de la forme Ep , et a"^""" de la forme i?/> + 1 . 

Il est visible que m' — m<^p', en partant du pre- 
mier terme 1 = a*, on rencontrera donc le terme a""', 
avant d*avoir atteint l'exposant p. 

Par exemple dans la progression 

a% a', a*, a', etc. 

on a a"=4o96, qui, divisé par i3, laisse 1 de reste. 
1^2. En partant du terme a* z=iEp +1, on trouv« 

a' = i> + 1 
a"^'z=zaEp + à 
a*-^^=c^Ep 4. a» 
a"^=a^Ep + o' 
etc. 

d'où on voit que les restes reviennent les mêmes que 
ceux des puissances a , (â, a^j. . , jusqu'à a^'^l incltt* 
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siyement ; ainsi tous les restes que peuvent fournir let 
différens termes de la suite se présentent dans Tin-' 
tervalle 

On peut encore voir immédiatement que le terme 
«"* est de la forme £p + i ; car en faisant ahzzEp-^-i, 
on trouve 

«"^(£p+0«==:£»p»..+n£'p+i==:p(£:«p«-'. .+£)+! 

ce qui revient à la forme indiquée. 

i55. En classant par périodes, dans lesquelles re- 
viennent les mêmes restes , la suite des puissances d*im 
nombre , ce qui précède fournit le moyen d'obtenir lei 
restes des puissances très-éleyées ; car si on demandait, 
par exemple^ dans la progression 

o , ^ > ^ y exc* y 

le reste de la division du terme 3"**par i3 , on cher- 
cherait d'abord à quelle puissance on a l'unité pour 
reste en divisant par i3, et on trouverait 37 ouo^; 
on aura parconséquent ainsi de 3 en 3 , Tunité : divisant 
donc 1000 par 3, le reste 1 marquera le rang que tient 
3»»«o dans la période , et qu'il laisse le même reste 
que 3'; donc ce reste sera 3. 

Tout ce qui précède suppose seulement que p soit 
premier par rapport à a : ce qui suit ne s'applique 
qu'aux nombres absolument premiers. 

1 54' Si p est un nombre premier qui ne divise point a, 
et a* le terme du plus petit exposant , pour lequel on 
ait a»=:Ep + i , l'exposant t sera ou p— 1 , ou un 
diviseur de p— -1. 
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On a déjà vu que t ne peut surpasser p-— i ; il reste 
i montrer qu'il doit diviser p — i . 

Soient d*abord i, à^, et!', etc. les restes des termes^ 

1 , a, a*, . . a'"""; 

le nombre de ces restes n'étant égal qu'à f^ ils ne 
comprendront pas tous les nombres i, 2, 3, . . . p — 1 \ 
dans le cas actuel y où l'on suppose t ^p^i : ils sont 
d'ailleurs tous diiFérens y puisque s'il y en avait deux 
pareils pour deux termes a^, a", antérieurs au terme 
û', il s'en suivrait que a" — a"* = a"* (a"""**— 1) serait 
divisible par p , ou que a""", divisé par p, laisserait 
l'unité pour reste , ce qui ne peut arriver dans l'in- 
tervalle de 1 à a^ 

Soit /S un des nombres de la série 1,2,... p — 1 , 
non compris dans la série 1 , af, t^ ^, , ,\ si on multiplie 
chaque terme de celle-ci par /3 ^ on formera la série 

/3,«'^, «"/S, etc., 

dont la division par p conduira à une nouvelle série 
de restes que je représenterai par 

^> ^'y & y etc. 

tous difiFérens, 1®. entr'eux, 2*. avec les restée 1, «e, 
dl y etc. 

La première assertion se prouve en multipliant 
par jS les deux équations 

Qr'-=^Ep^ tt, ar^'^Ep+tt', 
correspondantes à deux termes de la période 1, a, . .o'^ 
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•n aura 

et si les nombres etfi , etffi, divisés parp^ laissaient!» 
même reste ^, il viendrait 



d'où 



fia'^ = fiEp'+'fiep + e^ 

puis divisant tout par /3 ^ on en conclurait que la dif- 
férence a™' — a"* est divisible par p , ce qui est im- 
possible dans rintervalle de i à a^ 

La seconde assertion s'appuie sur ce que si Fun 
des nombres de la série fi , fi^, fi" , etc. était le même 
que quelqu'un de ceux de la série i^ a\ «'^^ etc. on 
aurait en même tems 

ar=Ep+ <tf et fioT"' = fiEfp + «' ; 

or cela ne peut être quand mf^m, parce qu3 en 
résulterait 

àr—fiar'z=p Ç^E—fiE") , ou ar' iar-"''-fi)=zp^E''^E') ; 

il faudrait donc que a"*""*"' — fi tût divisible par p; 
et comme le terme a"*"^' ne peut laisser pour reste 
qu'un des nombres i, a^ «', etc. il faudrait que la diffé- 
rence entre fi et ce dernier fut diyiable par p, ce qui 
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ne peut être^ puisque tous deux sont moindres que p. 

Si m'>m, on considérerait alors le terme a*^", 

qui laisse le même reste que a^, et on aurait 

* 

d'où 

a"»' (o^"»-"»' — jS) =p (£ — iSjEr ); 

or f-f-m — m' ^f dans cette hypothèse; ainsi l'ab- 
surdité est encore la même que dans le cas précédent. 

La série jS^ ff, fl'y etc. n'ayant aucun terme commun 
avec la série ^ i> ^> ^^> ^^c. , elles contiennent en- 
semble un nombre ^t de termes. 

Si ces termes n'épuisent pas les nombres i ^ s, . -p-^i» 
on multipliera les termes de la série i , ai ^ a" , , . . 
par y^ l'un de ceux qui manquent, et on aura un 
nombre t de résultats , 

y, dy, Jy, etc; 

qui conduiront à i restes 

y, y'> >^'etc. 

diiFérens ^ i% entr'eux^ â^. avec les termes de la série 
1, éd ^ a", etc., 3*. avec ceux delà série /3, l^> jS^, etc. 

Les deux premières assertions se prouvent conmie 
précédemment : la troisième se vérifie en observant 
que si l'on avait les équations 

yd^—yE^p + er , 
il en résulterait , si rrl K^m, 
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/ga*""^' — ^, serait parconséquent divisible par p; et 

comme fia^"'^ donne pour reste un des nombres 
de la série jS, /S', etc. , moindre que p , il faudrait que 
la différence entre un de ces nombres et y, aussi 
moindre que p , fût divisible par p, ce qui ne se peut. 

Quand mf ^m, on considère le terme o*^"* qui 
donne le même reste que a^ ^ et^ on a l'équation 

a"» (/Sa'^"-"»'— >) =p (^fiE —yE"), 

absurde par les mêmes raisons que la précédente. 

En joignant les t termes compris dans la série 
y, y\ etc. avec ceux des séries précédentes ^ on a en 
tout Zi de nombres distincts ^ tous entiers ^ tous 
moindres que p. 

Si les nombres i , a, . . .p — i , ne s'y trouvent paj 
tous compris , en prenant un de ceux qui manquent , 
on formera une nouvelle série entièrement distincte 
des trois précédentes , contenant t termes ; et en con- 
tinuant , puisque rien ne s'y oppose , de procéder 
ainsi, il faudra bien qu'on épuise, par im nombre 
multiple de t , ceux de la série i , a , . . . p — i , qui 
n'en renferme qu'un nombre limité : donc i sera un 
diviseur de p — i, 

i55. La quantité ^ étant un nombre entier^ si on 
élève les deux membres de l'équation 
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à la puissance marquée par ce nombre y il viendra 

tous le» termes du développement de cette puissance , 
excepté le dernier , qui est i , seront divisibles par p , 
ainsi Ton aura 

d'où il suit que le nombre aP^^ — i est divisible par p 
lorsque a ne l'est pas^ TMorême dû à Fermât^ et qui a 
conservé le nom de ce géomètre. 

i56. // existe des nombres tels^ qu'aucune de leurs 
puissances , dans leS degrés inférieurs à p - 1 , tic donnB 
pour reste l'unité , lorsqu'on la divise par p. 

Soit a, i , c , etc. les facteurs premiers de />— i , 
et y fi y 

ensprte que a o c^ etc. = p — i : on va montrer 
d'abord qu*il existe des nombres A, B , C, tels que 

A fi y 

leurs puissances A^ y B^ ^ O , sont celles du degri 
le moins élevé qui , dans I4 division par p , laissent 1 
pour reste ^ et ensuite que le produit ABC de cet 
nombres est tel ^ que {ABC etc. )p^^ est celle de ses 
puissances du degré le moins élevé > sur laquelle la divi- 
sion par p laisse 1 pour reste. 

Comme depuis o jusqu'à p l'équation p^rrix"*— i 
m'admet au plus que m valeurs entières pour x (i44) > 

il s'ensuit que si l'on considère la quantité x " — 1 > il 7 
aura nécessairement dans la série 1,2,5, , . p --i , un 

nombre qui, mis à la place de a?, ne rendra pas 



« ; — 1 dÎYiaible par f. 
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Soit g ce nombre; si on fait g* :=z Ep+h, C) E 
désignant toujours un entier , en élevant à la puis- 
sance a les deux membres de cette équation , il 
viendra 

J^ désignant aussi un entier. 

Ainsi g^^*— A* est divisible par p; maïs par le 
théorème de Fermât (i55 )yg étant premier à p, 
gf"* — 1 est divisible par p, on ff""^ est de la forme 
JE^p + i; donc 

^p + iszî^'p + fr»*, 
d'où 

K=^>— JTp + i 

et parconséquent fr" — i est divisible par p. Les puis- 
sances a y a y etc. pour lesquelles 

g^"= C^P+Ay*^' == ETp + A**""* 

tri 
g» =(jBp+A)«*"'^=£'V + A**""' 

ne remplissent point cette condition ^ puisque les quan'- 

tités g* , g* , etc. , par hypothèse , ne la rertiplissent 
pas, mais â*après le n° i5a> le plus petit exposant de 
la puissance du nombre h qui rend là quantité h^ — i. 



o^mr. 



(^ H fane observer 'qu'ici et dans toat ce cpii suit, la lettre g a 
pour exposant la fraction placce aU'^essus. 

divisible 
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divisible par p, doit diviser a*, puisque A* — i est 
divisible par p -, or a étant premier , a^ ne peut-être 

divisé par un autre nombre; donc f ~a* : donc le nombre 



lr2 

et 



h, reste de la division de g* par p, est lé nombre 
A demandé. On trouverait de même des nombres 
B , C, etc. 

Maintenant si on suppose que le produit des nom-* 
bres A, B , C, soit tel que ( AB C y z=:iEp -h i , 
t étant moindre que p — i , il faudr^ C 1 54 ) qu© 

t divise p -^ 1 , ou que ^—— soit entier ; et puis- 

que p — 1 = a * 6^ c^> le quotient ne peut être 
qu'un des nombres a^ 6^ c, ou un de leurs multiples. 

p——i 
Soit , par exemple , <--— = na \ on aura p'^iz=nat, 

d'où £ . -;* =71; ainsi t divisera C— - : dans ce cas , 

a t a . ' 

Sri 
et en vertu de l'hypothèse , {ABC) * — i sera divisible 

par p (i5a) ; mais puisque ^ ^ C, séparément^ sont 
tels que 

B^ =Ep + \, 
0^=E!p+i, 



p-i 



le produit ^•'"'*^«'^0* '*^-^=(^C) -"=;£"p-f-i: 



donc il faudra qu'on ait aussi A " = j^^^p-f-i, ou 

a. y 
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« 

ji<^ — 1 , divisible par p\ or A étant tel , que 
A'^ — 1 est divisible par p, il faudra^ par le n° 162, 
•que a diyise =- , ou que ■ soit un ' entier; et 



qui est impossible , puisque 



a a ^ ^ 

on ne peut donc pas supposer t d*u9 degré inférieur 
vl p — 1. 

iSj, Il suit de là que si on désigne par g le produit 
ABC y ou le plus petit reste de la division de ce produit 
par p, ou enfin un nombre tel, que g*'''"* soit la puissance 
la moins élevée de la foVme Ep -f- 1 > les restes de ki 
division par p des puissances 

g*> gN g^> g^> • • • ^'^y 

comprendront tous les nombres i^ â, 3, . . .p— 1 ; mais 
dans un ordre différent de Tordre naturel. 

Si, par exemple , p = 19., on pourra prendre g=a, 
et en divisant les diverses puissances de ce nombre 
par 19 , on formera la table suivante : 

Puissances. 2°, 2*, 2*, 2^, a^, 2^, 2®, 2^, 2*, 
Restes. 1, 2, 4, 8, 16, i3, 7, 14, 9,. 

Puissances. 29, 2*°, 2", 2**, 2*^, 2'^, 2*^, 2*^, 2*7 
Restes. 18, 17, 1 5, 11, 3, 6, 12, 5, 10. 

Il y a entre ces restes et leB exposans auxquels ilt 
correspondent, des relations analogues à celles des 
nombres et de leurs logarithmes , et Eùler a désigna 
fioius le apm de racines prirnitUes, par rapport au 
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nombre p ,. ceux dont les puissances fournissent tou» 

*v les restés -âepuis i, .a^ 3, p — i : dé cette ma- 

.;;; nière , a est racine primitive à Tégard de 19. Je 

V ;i|ie pousserai tt^ phi s loin cette théorie, qui renferme 

-«h grand ^nçi^^âàt^ de résultats curieux ; et pour 1 ap-«<. 

: pîiquer à. Jâ Résolution de Téquation x^ — ^a=o, je 

• ^ jplfoiiterâi\4® quelques remarques que M. La Place a 

hi^n voulu me communiquer. 

; i58. J^^<^'ation x? — 1=0, étant divisée par lé 
facteur .à? " — 1 , devient 

: .■:•'•.'.■•;■■■■" 

;: . xP~' -+■ x^"". .. -{-x^ +X+ 1 ==0, 

••••:'..•..■ 

(èt.'Êètte dernière exprime en même tems la somme 
! dèy-foutes les racines de la précédente ; car si a est 
:\ tine~~des racines différentes de Tunité, les autres sê^r., 

.jTont (i5) A*, ct^f aJ^^ ; et en général, la' *;?;.%. 

■quantité ât''*^, e étant un nombre entier, revient à 
•' . ia racine a^ , puisque «tP = 1. Ces propriétés étant rap- 
/ pelées , on voit que toutes les racines de Téquation 
••• jçP^* -f" ^'^^^ . . -|- 1 =0, peuvent être représentées 
^^j^^ une seule, ayant successivement pour exposans, 
?? toutifeîes puissances, jusqu'à celle du degré p--2 , du 
■f; xi'ô£&ln*e g-, supposé racine jjrimitive du nombre -pre- 
mier p; maisp — 1 n'étant pdé premier , se défçbiàpdso . 
au .moins en deux facteurs. 

Soit, en conséquence , p — 1 =fa\ on pourra coa- 
•sidérer à part la période d' exposans - ./c.. 

X" donnant, lorsqu'on les divise par p, des restes diJFé- :\.^- •;.,. 
jàprens, et reproduisant les mêmes , à partir du terme g-^*, \ • 

l^buisque fa=2 p — 1 , Il est évident que si on multiplie- 



•.",»» • .»- 






?. 
/. 
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tous ces nombres par g'*, r désignant un entier, et 
qu*on ôte de l'exposant de g le plus grand mul- 
tiple de p qui 'pourra s'y trouver contenu , on 
reproduira, mais dans un ordre différent , les niêmeâ 
-exposans que ci^dessua, et par conséquent les mêmes - 
restes. 

En effet, pour un produit quelconque g"^^'^=g^*^*^ , 



qn aura ^- 



r)a e + r 



et le reste sera Fun des 



fa f 

nombres i, a, 3, ..y — i. Il n'en sera pas de même 
«i on prend pour multiplicateur un nombre A, compris 
dans la suite i, 2,. .p — 1, et qui ne soit pas un dés 
. restes donnés par la suite g**, g% g^% etc. , on prouvera, 
comme dans le n? 164, qu'il naîtra des produits un 
nombre y de restes distincts des autres. Choisissant ' 
çncore pour multiplicateur un nombre ?/ différent des . 
deux séries de restes qu'on a déjà obtenus, on en trou- 
vera encore y* distincts des précédens , et ainsi de suite, ... 
Par ce moyen , la totalité des restes compris dans la ' 
série 1, 2, . . ,p — 1, se trouvera partagée en un nombre .. 
<2 de périodes contenant chacune f nombres. ;^ . : 

D'après ces considérations , si l'on fait 



• ■ • 



•■ 



,aa 



(/-!>_ 



et qu'on substitue successivement à x les puissances 
, etc. on formera seulement un nombre a de va- 



^ \ 



\ X' 



«-i> , w*/ 



leurs distinctes pour y, qui comprendront entr'elles 
toutes les valeurs de x, puisque l'ensemble des ex- 
posans de cette quantité embrassera tous les nombrei '•. 
1, 3, . . .p — 1 ; par conséquent la nouvelle inconnue y/K ' 
n'ayant qu'un nombre a de valeurs, ne dépendra cjuc^^j, 
Ô*\me équation du degrç a^ '^j'' 



. . V' 
•• • I 



1*. , .-f • . 



.•> 



V. ■ 



. » 
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Si le nombre/n est pas premier, etqucp— i=a^=aiA, 
on fera encore 

la suite des exposans 

ne donnera que les mêmes restes , tant qu'on ne mul- 
pliera ses termes que par un nombre de la forme g'**; 
mais si on là multiplie par l'un des nombres 

on obtiendra , par chaque multiplicateur , un nombre 
h de puissances donnant des restes dilTérens , et 
formant par conséquent des périodes distinctes de la 
première : et le nombre total des termes de ces pé- 
riodes réunies étant bh , ou f, elles comprendront tous 
les exposans renfermés dans j^. Il suit de là que pour 
une valeur de ^ ^ la nouvelle inconnue z en aura un 
nombre b ; mais z et y étant exprimées par la même 
quantité x , qu'on peut éliminer , z est nécessairement 
fonction de y, et doit être donné en^ par une équa- 
tion du degré b seulement. 

Si A. n'est pas un nombre premier, fnais que Ton 
ait h-=:cly on fera 

x + x^^ + a^*"^. . . . + :Fr^'-*>'' = ^ ; 

on «e convaincra , comme ci-dessus , que * la multipR- 
cation des termes de la série 



Zie C d M P L É M EN T 

par chacun de ceux de la série 

produirai un nombre c/^ ou h, de puissances de g, donnant 
des restes dilFérens, et dont Tensemble comprendra 
tous ceux que laissent les termes de la série 

« 

et que par conséquent « pour une même valeur de 2, 
s aura c valeurs distinctes , et sera donnée par une- 
équation du degré c. 

On poursuivra cette marche jusqu'à ce qu'on soit 
parvenu au facteur a , nécessairement compris parmi 
ceux dep — 1 j et en supposant que / soit ce facteur ^ 
on aura 

mais puisque g*** = g* * , et que g*^* — 1 est divisible 

par p, le produit \g * — i/\g * +i/*era divisible par 
p; et comme, par la détermination du nombre g, la quan- 

tité g" * — 1 n*e8t pas divisible par p , c*est le fac- 

fui y~' 

teurg ^ +1 qui Test; et par conséquent g * laisse p-r 

pour reste ; d'où il résulte que x*^***" = x^^' = - r 

alors l'équation 
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ilevient 

a:-f--=j, ou X*— *iJt;*(^ 1 3=0. 

Voilà donc x déterminé par une équation du se-r 
cond degré ^ au moyen de s qui dépend de z par 
une équation du degré c, l'inconnue z dépendant 
de y par une équation du degré 6, et enfin l'incon- 
nue y étant donnée par une équation du degré a. 

159. L'exposition des détails relatifs à la manière 
de former ces équations me mènerait tr^ loin; les 
exemples suivans y suppléeront autant que l'exige la 
nature de cet ouvrage. 

Soit pzrzij\ l'équation ap*^— 1=0, divisée par 
X — 1 , donne 

p— i = i6=î2^: ce nomWé n'admettant pour fac- 
teur premier que a , les équations desquelles dépend 
la proposée ne sont que du deuxième degré. La plus 
petite racine primitive.de 17 est 3 ; la première 
décomposition de 16 est s. 8; on a donc > 

É^=3, û=:a, /=8 
où 

X 4* ^3*+ 30^+ cc^+ d?5'-f a:5*°4-'a:^**-f j;3'*, =3=^^ 

ce qui revient à 

X + xs -|-x'^ -|-x*^ + "r*^-|-x' ^3C^ J^x^ ==y. 

Si on substitue^ au lieu At x , l'une des puissances 

/wO Y^S <T*V <f<i^ /mIO 0x11 /mIA . ^'4 

dont les exposans composent ^ avec ceux de la va- 
leur précédente^ tout kl nombres depuis 1 jusqu'à 16 
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inclusivement , et qu'on ôte du produit des exposant 
les multiples de 17, puisque 0:^=: 1, on ne trouvetà 
toujours, mais dans un ordre différent, qu'une seule 
valeur pour j', et qui sera entièrement distincte de la 
précédente. En employant x^, on a 

a?3 + x'* -+- x^ + x" + x'^ + ^^ + ^" +^^ =y ', 
en développant le produit 

(^ — X — 0:8 — x^^ — x^^ — • a:*^ — x* — X* — ^x*) 

xiy — ^ — ^" — ^ "^ ^" "^ ^*^ — ^' — ^** — ^^)» 

et en exprimant les fonctions de x d'après les relations 
indiquées dans le n^ i5, on formera 1* équation 

Décomposant 8 dans ses facteurs 22 et 4 > ^ vient 

it=a, A=4, 00 = 4; 
on fait 

X + x^ + x^ 4.x^'*=z:«, 
ou 

X -|- x*^ -f- x*^ + X* = «. 

Que Ton substitue à x , l'une deê qu^re puissances 
que renferme la valeur de^, et qui ne sont pas dans 
celle qu'on vient d'assigner à"z , x^, par exemple , on 
aura 

. X* + X9 + X*5 + X* = 2 , 

et l'équation en z , résultante du produit 

Çz^X — X*'— X*^— X* ) (s— X*— X9— X*5 — ^ ) = G , 



ffera 



ft*— J'5 — 1 =o, . 
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Enfin décomposant 4 ^^^ si • ^ > on a 

^ c'=i^y /=:2, abç = 8 , 
et on fait 

ou 

Si Ton substitue a:^ à a: ^ il viendra 

l'équation en s se formera du produit 

et sera 

5*— Z5 + x*^ + x^ -J- 0?** -f" ^ =^ o > 

et la fonction x*^ + ^+^" + ^> comme il est facile 

de le vérifier , revient à »21, 

x]7 

X X 

par conséquent 



Cela fait, on observera que x*^ = = - , et que 



X + -=5, ou X* — 5X+1=0. 
X 

Voilà, donc la résolution de Téquation x*^ — i = o , 
réduite à celle des quatre équations combinées 

a* — yz — i=o 

là 
X* — f X + 1 = o. 



£:zi±£zLj:= 
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Soit encore p = 19, Téquation x'9-r-i =0 étant 



ramenée à 



on Si p — 1 =^ 18 , ce qui donne d*abord a=3,y*— 6; 
Ja racine primitive est, a , et on pose , en consi-. 
qnence , 

ou 

x + x^ +x^ -f-x^' + x** -f a:'*=jr. 

■ . ■ ■ * 
Substituant ensuite oc^ kx, on aura 

substituant encore dans la première valeur de j^, x^ kx^ 
il viendra 

a4 4- x'^ +x9 + a?'^ +.oç^ + a;^^ =y : 

ce^s trois valeurs renferment , comme on devait s'y at- 
tendre , toutes les puissances de x comprises depuis 
x^ jusqu'à jp*® inclusivement, et ppnduisent à l'équation 

En décomposant 6 en 3. a, on a i=3, A = 2; et 

on pose 

ou 

0? -+• X*' = i&. 

]pes trois valeurs de z se forment par la substitutiox^ 
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des autres puissances de x qui font partie de la pre-? 
jfmère de y y et on arrive à Véquation 

z^—yz^+ (^y^^ 5)z+ 5 + y —y = o; 

puis , à cause de x*' = -, on a enfin 

oc 

a^ — zx +1 = 0. 

Ainsi la résolution de F équation x*^ — i = o est 
ramenée à celle de 

y +/ + 6y — 7=0 

2,3 — yz^+ (^* — 5) z+3+^— ^*=o 

X* — 2a; + 1 = o (*). 

Pour connaître à fond la Théorie des nombres , on 
peut consulter Touvrage où M. Legendre a, le pre- 
mier, réuni cette théorie en un corps de doctrine com- 
plet , et les Disquisitiones arithmeticœ de M. Gauss , 
desquelles j*ai tiré ce qui précède. Les premiers ma- 
tériaux de cette théorie sont Touvrage des plus grands 
géomètres de notre siècle , qui ont démontré la plu- 
part des propositions dont Fermât ne nous avait laissé 
que les énoncés : leurs travaux sont consignés dans les 
Recueils des académies de Paris, de Berlin et de Pé- 
terstourg. 



(*) On peut voir dans le Traité Elémentaire de Calcul dif- 
Jerentiel et intégral , que Tcquation x''— izio, se rapporte h la 
division de lacirconfe'rencedu cercle en un nombre p départies égales; 
et par conséquent , diaprés ce qui précède , la division en dix-sopt 
parties ne dépendant que dVquations du dcnxième degré', s« 
construirait géométriquement par la ligne droite et le cercle. 
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